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Introduction

La factorisation des polynémes est une question centrale depuis les années 70 en calcul
formel.

Les sous-algorithmes nécessaires pour la factorisation sont nombreux.

La recherche en factorisation a donné lieu & plusieurs avancées :

o

O

O

o

LLL,
utilisation du principe de transposition en algebre linéaire,
« pas de bébé, pas de géant » pour le calcul du polynéme minimal dans une algeébre,

composition modulaire, etc.

L'utilisation de la factorisation intervient principalement en intégration symbolique, calcul
symbolique, théorie des nombres, géométrie algébrique, etc.



Calculabilité — résultats négatifs

Définition.

Un corps est effectif si ses éléments peuvent étre représentés avec l'alphabet {0, 1} et ses
opérations élémentaires (+, —, X, —, =) sont calculables avec une machine de Turing.
Théoréeme. Frohlich, Shepherdson, 1955

Il existe des corps effectifs IK pour lesquels la décomposition en irréductibles des polynémes
de K[x] n'est pas calculable.

Démonstration.

Soit A\: N* — IN* une fonction injective calculable.

Soit p; le i-iéme nombre premier, K:= Q(,/Px(1)s /PA2)s \/PAB)s -+-)-
Factoriser 22 — p,, dans K[z] est équivalent a tester n € \(IN*).

A peut étre construite de sorte a ce que ce test soit indécidable, en utilisant le fait que la
terminaison d'un programme est indécidable.



Calculabilité — résultats positifs

Définition.

Un corps K est explicitement finiment engendré sur un corps IF lorsqu'il est donné par le
corps des fractions de [F[x1, ..., x,,| /3, ot ¥ est un idéal premier de [z, ..., z,] donné par
un ensemble fini de polynémes de F|xq, ..., x,].

Théoréme.

Si K est explicitement finiment engendré sur son sous-corps premier IF', alors la factorisation
dans K[z, ..., x,| est calculable.

Kronecker, 1882 Frohlich et Shepherdson, 1955
Hermann, 1926 Seidenberg, 1970-1978
van der Waerden, 1930 Richman, 1981



Plan du cours

1. Modéle de calcul et complexité
2. Factorisation séparable

3. Polynédmes & une variable sur un corps fini

4. Polynémes a une variable sur les nombres rationnels
5. Polynémes a deux variables

6. Polyndmes a plusieurs variables



Chapitre 1.



Arbre binaire

Définition.
Un arbre binaire est un graphe acyclique orienté dont tous les nceuds sauf un, appelé la racine,
a un parent et au plus deux fils.

Exemple. no
10,0 no,1

/N

nop,0,0 M0,0,1 M1,0,1

Définition.

u—<v < u est le grand-----grand-parent de v.



Syntaxe d’un arbre de calcul

Exemple du calcul du noyau d'une matrice de la forme ( vy > ;

k SNy
c=0—F— {}
k X{ }

T Oi{( )}

¥{<o>,<2>}




Sémantique d'un arbre de calcul

A := @), entrée e:= < Z fz >:: < ; Z > chemin T, fonctions d'évaluation a et 5 :

alblc|d|0|1|a=0|e:=bc|f:=¢/a

f=d

noeud de calcul 112(2(41]0]1 4

nceud de branchement faux

vral

La valeur de sortie est {( 2 )}

—1




Fonction de coit

A : une structure algébrique

2 : I'ensemble des opérations élémentaires (—, +, X, ...)

P : I'ensemble des prédicats (=, #, <, ...)

Définition.

Une fonction de coiit est une fonction de 2 U P dans N.

Définition.

Le colit d'un noeud de sortie v est la somme des colits des nceuds sur le chemin menant de
la racine a v.

Définition.
Si f et g sont deux fonctions de IN dans R, définies au voisinage de |'infini.

f(n)€O(g(n)) & 3 N et C telles que f(n) < Cg(n) pout tout n> N,

f(n)€O0(g(n)) & f(n)€ g(n)loga (3+ g(n)) .



Opérations élémentaires sur les polynomes

Définition.
Si A est un anneau, la représentation dense des polynémes de A|[z]| consiste a stocker un
polyndme de degré d comme le vecteur de ses d + 1 coefficients du degré 0 au degré d.

Proposition.

Il existe une constante o telle que, pour tout anneau A, il existe une famille d'arbres de
calcul (Sg)qgen sur A telle que pour deux polynémes f et g de A[x] de degré au plus d >0,
I'arbre S; évalué sur les entrées f et ¢ calcule la somme f + ¢, avec une fonction de coiit
total associée d+— ¢(T;) bornée par od.

D’un facon moins formelle, nous dirons que la somme de deux polynémes s'effectue en temps
linéaire.



Somme de deux polynomes

Démonstration.

Nous pouvons prendre |'arbre de calcul suivant pour S :

fo—fi——fa—90—91—--—3gi—0

—ho:= fo+go——h1:=fi+ a1 hg:= fd+gd:|
0 ho=0 hg—1=0———hy=0

- | # B B | # - | #
(ho) (hoy . ha—1)  (hoy-.., ha)




Algorithme

Définition.
Un algorithme est juste une description en langage naturel de la construction de familles
d’arbres de calcul.

Exemple.

Algorithme : somme de deux polynémes
Entrée. f=5" fiz'et g=>"" , gia".
Sortie. h:= [+ g.

1. Pour i de 0 a max (m,n) calculer h;:= f; + g..

2. Retourner h = Z;’:"g(m’") hi z°.




Produit de deux polynémes

Proposition.

Il existe une constante u telle que, pour tout anneau A, il existe une famille d'arbres de
calcul (M), telle que pour deux polynémes f et g de A|x| de degré au plus d, I'arbre My
évalué sur les entrées f et g calcule le produit fg, avec une fonction de coiit total associée

d+ c¢(My) bornée par pd>.

Algorithme : produit de deux polynomes

Entrée. f=5" fiz'et g=>" , gia".
Sortie. h:= fg.
1.Si f =0 ou g=0 alors retourner h:=0.
2. Pour 7 de 0 @ m + n initialiser h;:= 0.
3. Pour i de 0 a m, pour j de 0 a n, calculer h;y j:=hi;+ fig;.




Autres opérations usuelles sur les polynomes

Notation.

M: N — N, borne le coiit de I'algorithme choisi pour calculer le produit de deux polynémes
a coefficients dans un anneau commutatif unitaire.

Nous supposerons que M satisfait les propriétés suivantes :
M(d)/d est croissante, M(m d) < m?M(d) pour tout m > 1.

Proposition.

En degré d, les opérations suivantes coiitent O(M(d) log d) opérations dans le corps des coef-
ficients : p.g.c.d étendu, résultant, évaluation, interpolation, réductions simultanées, restes
chinois.



Opérations élémentaires sur les matrices

Notation.

w € |2, 3], multiplier deux matrices de taille n X n sur un anneau commutatif coiite O(n*)
opérations d'anneau (c'est a dire +, —, x).

Proposition.

En taille n x n, sur un corps, les opérations suivantes colitent O(n*) : déterminant, inverse,
forme échelonnée réduite.

Définition.

matrice échelonnée réduite en colonnes :

e toutes ses colonnes non nulles sont toutes a gauche de ses colonnes nulles,

e le premier coefficient non nul d'une colonne non nulle, appelé le pivot de la colonne, est
toujours strictement plus bas que le pivot de la colonne a sa gauche,

e les pivots valent 1, tous les autres coefficients dans la ligne d'un pivot sont nuls.



Chapitre 2.

Laclorisation W%



Séparabilité

Notation.
A, anneau factoriel p, caractéristique de A
IL, corps des fractions de A F', polynéme de A[x]| de degré d>1

B:={1,p,p*p3 ..} sip>0,et B:={1}si p=0

Définition.

F € A[x] est dit séparable s'il n’a aucune racine multiple dans la cloture algébrique IL de IL.
Exemple. Si p=0, tout polynéme sans carré est séparable.

Exemple. Si A =TF5(t), alors F'(t,2) =1+t + 2 n'est pas séparable.



Décomposition séparable

Définition.
La décomposition séparable d'un polynéme primitift F' € Afz] \ A, notée sep(F'), est
I'ensemble des triplets (G1, ¢1, m1), ..., (Gs, qs, ms) de Alzx] x B x N* vérifiant les

propriétés suivantes :

(81). F(z)=][,_, Gi"(z%),

(S2). les Gi(z%) sont premiers entre eux deux a deux,

(S3). les m; ne sont pas divisibles par p,

(S4). les GG; sont primitifs et séparables de degré au moins 1,

(S5). les couples (¢;, m;) sont deux a deux distincts.

Théoréme.

Tout polynéme primitif /' de A[x| admet une unique décomposition séparable (3 permutation
et unités prés dans A).

Démonstration.

Les racines de G; sont celles de F' de multiplicité ¢; m;.



Exemples

Mmx] use "factorix";
x == polynomial (0, 1);

Mmx] F == (x"9 + x°3 + 1)°2 *x (x~4 - 1)

222 184941649413 0412 4 210 _ 294 007 642t 2431

Mmx] separable_factorization F

(xt—1) (2% + 23+ 1)2

Mmx] S == separable_factorization (F mod modulus 3)

(@3 +22+z+1) ((23)2+23+2)? (2 +2)7

Mmx] [ [factor g, ideg g, mul g] | g in S ]

[23+22+2+1,1,1], [z +2+2,3,2], [x +2,1,7]]




Algorithme de Musser

Algorithme de Musser

Entrée. un polynéme primitif /'€ A[x] de degré d > 1.
Sortie. la liste L des facteurs séparables de F' de la forme (G, 1,m), et un polynéme C' qui
est le produit des autres facteurs séparables de I
1. Initialiser L a la liste vide et i a I'entier 1.
2. Calculer C:=gcd (F,F') et G:=F/C.
3. Tant que deg (G) > 1 faire :
a) calculer P:=gcd (C,G) et C:=G/P,
b) si deg (G) > deg (P) alors adjoindre (G/P,1,i) a L,
c)G:=P,eti:=i+1.
4. Retourner L et C.




Démonstration.

o le facteur de I’ composé des racines de multiplicité qui ne sont pas multiples de p.
Fy:=F/Fy. Notons (G1,1,m1), ..., (Gs, 1, mg) :=sep(Fp).

mi—1 Fo(x)
()3 miGie) 7o)

A I'étape 2, nous avons C=Fy [[7_, G et G=T]_,
A la premiére étape de la boucle : P ]_[2 132 G;, C= F1 ]_[2 Ly >2 Gmi—2,

A la deuxiéme étape de la boucle : P =T _, >3 Gin C=F1 II;_, >3 Gm8...



Algorithme naif de factorisation séparable

Algorithme : décomposition séparable (Gianni, Trager, 1996)

Entrée :. un polynéme primitif /'€ A[z] de degré d > 1.
Sortie :. la décomposition séparable de F.

1. Appeler I'algorithme de Musser pour obtenir I'ensemble L ={(G1,1,m1),...,(G,,1,m,)}
des facteurs séparables de F' contenant toutes les racines de F' de multiplicité non divisible
par p, et le facteur F restant de F.

2. Calculer F défini par Fy(zP) = Fi(x).
3. Appeler récursivement le présent algorithme pour obtenir la décomposition séparable
L= {(GT+1, dr+1, mr+1), 000g (GS, ds, ms)} de Fl.

4. Retourner {(Gl, L,my),....,(Gry1,me), (Grg1, PGrats Myg1), .o (Gs, D s, ms)}

Proposition.

L'algorithme est correct. Si A est un corps, alors son coiit est borné par O(dM(d)logd).
Démonstration.

F(x)=G7"*(x)---G;""(x) Fl(ilfp).




Algorithme de Yun revisité

Lemme.
Supposons p > 0, et soit F' un polynéme primitif de A[z]. Il existe des polynémes primitifs
So et S1 de Afx], uniques a des unités prés de A, avec les propriétés suivantes :

e les facteurs irréductibles de S sont séparables de multiplicité au plus p — 1,
o F(x)=2Sp(x)S1(zP).

Exemple. Lorsque A :=TFzet F:=2%(z+1)% (2 +2)* =2+ 228+ 223 + 22, nous avons
So=(z+2)z% et S1=(x+1) (x+2).

Exemple. Lorsque A :=TF3[t] et F:= (2 +21)" (23 +2¢)% (2 + 1), nous avons So =2 + 21 et
S1=(2%+1t) (z+2t3)% (x+2t)3.



Algorithme de Yun revisité

Algorithme de Yun

Entrée. un polynéme primitif /'€ A[z] de degré d > 1.
Sortie. sqr(Sy) et 5.
1. Poser [:=1 et initialiser L avec la liste vide.
2. Calculer U:=gcd (F,F'), V:=F/U, et W:=F'/U.
3. Tant que deg (V') > 1 faire :
a. Calculer H:=ged (V, W —=V"), W=
b. Si deg (H) > 1 alors adjoindre (H 1) a
c. Incrémenter [ de 1.
4. Caleuler So:=T] 5 yep H'"

5. Calculer F'/Sy et S défini par Si(zP) = (F/Sp)(x).
6. Retourner L et 5.

( V'\/H, et V:=V/H.

Proposition.
L'algorithme est correct. Si A est un corps, alors il effectue O(M(d) log d) opérations dans A.



Algorithme rapide de factorisation séparable

Algorithme : factorisation séparable rapide

Entrée. un polynéme primitif /'€ A[x| de degré d.

Sortie. sep(F).
1. Calculer sqr(Sp) et S; avec I'algorithme de Yun.
2. Utiliser récursivement le présent algorithme pour calculer sep(.Sy).
3. Fusionner sqr(Sy) et sep(S1) de sorte a obtenir sep(F).

Théoréeme. Lecerf, 2008
L'algorithme est correct. Si A est un corps, alors il effectue O(M(d) log d) opérations dans A.

e La difficulté est dans I'étape 3 de fusion.

e Lorsque A est un corps parfait, on retrouve un algorithme connu (Modern Computer
Algebra, exercise 14.30).



Polynémes a deux variables

Notation.
F e K[t][x], de degrés partiels d; et d,.

Théoréme. Lecerf, 2008

Si K contient au moins d; (2 d, + 1)+ 1 éléments, alors sep(") peut étre calculé avec au plus
O(d,, (d, M(d;)log d; + d; M(d,) log d,,) ou O(d;d?) opérations dans K.

Théoréme. Lecerf, 2008

Si |K| > d; d,, la décomposition séparable de F' € K[t|[x] peut étre calculée au moyen de
O(d;M(dy) log (di) + dy M(d,,) log (d,.)) ou O(d;d,) opérations dans IK en moyenne.

e La technique probabiliste est essentiellement la méme que pour le p.g.c.d.



Déflation

Définition.
Le degré d'inséparabilité de F, noté ideg(F'), est le plus grand ¢ € B tel que F' € A[z9] \
AlxP1).

Si Fe Alz]\ A, le polynome déflaté de F est F défini par F(z4°8(F)) .= F(x).
Notation.
Q, I'ensemble des puissances g-iémes des irréductibles de A[x]\ A pour g € B.
S, I'ensemble des polyndémes séparables irréductibles de Afz|\ A.
Proposition.
®: Alx]\ A —(Alx]\ A[zP]) x B
Fi(F, deg’ (F))

® est une bijection qui envoie Q surjectivement sur S x B.



Calcul de ¢!

Algorithme : calcul de !

Entrée . (G,q) €S x B.

Sortie . (H,h)c Alx] x B avec H irréductible tel que H" =&~ (G, q).
1. Poser G:=G et h:=1.
2. Tant que G(:cp) est une puissance p-iéme et tant que h < ¢ faire :

Remplacer G par la racine p-iéme de é(:ﬁp) et multiplier h par p.
3. Retourner (G (z9"), h).

Lemme.
L algorithme est correct et colte O(deg (G) log, q) extractions de racines p-iémes de A.

Exemple. Si A est un corps parfait alors ® ~1(F', q) est la racine g-iéme de F'(z9).

Exemple. Si A =TF3t], alors ® (1 + ¢ + x,9) alors 'algorithme retourne 1 + ¢ + 22 et 3,
puisque (1 +t+ )% =1+ + 27,



Réduction de la factorisation au cas séparable

Algorithme

Entrée. un polynéme primitif '€ A[z] de degré d > 1.
Sortie. irr(F).
1. Calculer la décomposition séparable sep(F') de F.
2. Pour chaque (G, ¢, m) € sep(F') calculer la décomposition irréductible G.
3. Retourner
U {(H(z9"),hm)| H":=®~ 4G, q),
(G,q,m)€sep(F)

pour chaque facteur irréductible G de G'}.

Proposition.

L'algorithme est correct. Si A est un corps, alors il effectue des factorisations irreducibles de
polynémes séparables de A[x]| dont la somme des degrés est au plus d, ainsi que O(M(d) logd)
opérations arithmétiques dans A et O(d) extractions de racines p-iémes dans A.



Chapitre 3.
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Introduction

Les premiéres techniques connues remontent aux travaux de Gauss (1798), Galois (1830), et
Arwins (1918). Les premiers algorithmes performants sont dus a Berlekamp (1970), Cantor et
Zassenhaus (1981)

Mmx] use "factorix";
== polynomial (0, 1);
== (th + x~3 + 1)A2 * (XA4 - 1)

222 184941649413 0412 4 210 _ 92494 007 64t 2431

Mmx] f mod modulus 3

x22+2$18+2x16+2$13+x12+$10+x9+2$7+2x6+x4+$3+2

Mmx] irreducible_factorization (f mod modulus 3)

(x+1)(22+1) (22 +2+2)% (z+2)7



Résidus

Notation.

K, un corps de caractéristique p > 0. Pour simplifier, on suppose p # 2.
IF, un sous-corps fini de IK de cardinal .

Soit f séparable de degré d dans KK[z], de racines ¢, ..., ¢ 4 et de facteurs irréductibles f1,...,
I

Proposition.
Soit g € K[z] de degré au plus d — 1.
. 9(@i)/ f'(pi) €TF, pour tout i €{1,...,d}.
&. gX— (f)X"tge(f) (méthode de Berlekamp).
. g€ <f1/ fl?"'? f;fr>]p ou fz: f/fz

Démonstration.

f =1 Zfi(so)zo z—¢



D’une base des résidus aux facteurs

Algorithme

Entrée. f€IF,[z] séparable, et une base g1, ..., g, de ( f{ Froons f,ff}>]p :

Sortie. les facteurs irréductibles f1,..., f, de f.

1.
2.

O© 00 ~N O 01 b W

Si r=1 alors retourner f.

Choisir des éléments ¢y, ..., ¢, dans [, a 'aide d'un générateur aléatoire, et calculer
gi=ci1g1+- +crgr

. Si hy:=ged (f, g) n'est pas constant alors aller a |'étape 6.

qg—1

. Calculer h:=(g/f’) 2 mod f.

.Si hy:=ged (f,h—1) est constant alors retourner a |'étape 2.

. Calculer hy:= f/h;.

. Calculer une base ¢; 1, ..., gr,,1 des g;/hamod h; pour i€ {1,....7}.

. Calculer une base g1 2, ..., gr,.2 des g;/h1 mod he pour i € {1,...,;7}.

. Retourner la réunion des facteurs obtenus par |'appel récursif avec h1 g1 1,..., gr,,1, d'une

part, puis ha, 1.2, ..., gr,,2 d autre part.

Proposition.

L'algorithme est correct et nécessite au plus O(dr® ~tlogr + (r +log d + log q) M(d) log )
ou O(d“+ dlog q) opérations dans I, en moyenne.




Algorithme de Berlekamp

Algorithme de Berlekamp

Entrée. fc I |z| séparable de degré d > 1.
Sortie. les facteurs irréductibles f1,..., f,- de f.

1. Calculer, danslabase 1,z,...,29~ 1, la matrice B de I'’endomorphisme de Frobenius o+ a4

dans F[z]/(f).
2. Calculer une base p1, ..., p, du noyau de B.
3. Calculer g;=p; f'mod f pourie{1,....7}.

4. Appeler I'algorithme précédent avec f, g1, ..., g, et retourner la factorisation obtenue.

Proposition.

L'algorithme est correct et utilise en moyenne O(d‘” + dlog q) opérations dans IF,.




Itérés de Frobenius

Définition.
La suite des itérés de Frobenius (®;);>0, relative a f définie par ®; = 29 mod f.

e D'une fagon naive @, ..., ®; peuvent étre calculés en utilisant O(d M(d) log q) opérations
dans IF,.

Proposition. Gathen, Shoup, 1992

Une fois ®; connu, @, ..., ®, peuvent é&tre calculés avec O(M(d)? log? d) opérations dans IF,,.

Démonstration.
L'évaluation de ®; en ®4,...,®; modulo f donne ®; 1,..., Py;.



Décomposition par degré des facteurs

Algorithme

Entrée. [ séparable, de degré d > 1.
Sortie. la décomposition €1, ..., e, par degré des facteurs irréductibles de f.

1. Pour chaque i de 1 a d :
calculer e;:=ged (®; — x, f) puis remplacer f par f/e;.

2. Retourner eq, ..., ey.

Proposition. Gathen, Shoup, 1992

L’algorithme est correct et nécessite O(M(d) (M(d) log? d + log ¢)) ou O(d? + d log q)
opérations dans IF,.

Démonstration.

27" —  est le produit de tous les facteurs irréductibles unitaires de I [] dont le degré divise i.

Par la proposition précédente nous obtenons un coiit total en

O(M(d)log q + M(d)?log? d +d M(d) log d).



Séparation des facteurs de méme degré

Algorithme

Entrée. [ séparable ayant tous ses facteurs irréductibles de degré d/r.
Sortie. la décomposition en irréductibles f1, ..., f.
1.Si r=1 alors retourner f.
2. Répéter :
a) Choisir un polynéme h de degré au plus d — 1 d'une facon aléatoire.

b) Calculer f1:=gcd (f,h). Si f1 n'est pas constant alors aller a I'étape 3.
qd/r_1

)
c) Calculer g:=h 2 mod f.
d) Calculer f1:=gcd (f,g—1).
e) Si f1 n'est pas constant alors aller & I'étape 3.

3. Calculer fo:= f/ f1 et appeler récursivement la fonction sur f; et f5 et retourner la réunion
des facteurs.

Proposition. Gathen, Shoup, 1992
L'algorithme est correct et effectue O~(cl2 + dlog q) opérations dans IF,.




Conclusion

Théoréeme. Gathen, Shoup, 1992
Un polynéme de degré d dans IF,[z] peut étre factorisé avec un colit moyen dans Cj(d2 +
dlog q).

Théoréme. Kaltofen, Shoup, 1998

Un polynéme de degré d dans IF,[x] peut étre factorisé avec un colt moyen dans

O (d"®log q).
Théoréme. Kedlaya, Umans, 2008

Si f, g, h sont dans ¥, [x] de degrés au plus d, alors gohmod f peut &tre calculé avec un
coiit binaire O (dlog q).
Corollaire de [Kaltofen, Shoup, 1998]. Kedlaya, Umans, 2008

Un polyndme de degré d dans IF,[z]| peut étre factorisé avec un coit moyen binaire dans

O ((d®+dlog q) log q).

Défi 1. Implémenter un algorithme de composition modulaire de sorte a observer un temps
quasi-linéaire et a étre plus efficace que les autres implémentations.

Probléme ouvert 2. Existe-il un algorithme de composition modulaire de coiit quasi-linéaire
pour tout corps IK 7

Probléme ouvert 3. Existe-il un algorithme de factorisation dans I ;[z] en temps polynomial 7



Chapitre 4.
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Introduction

Théoréme.

Soit A un anneau factoriel de corps de fractions IK. Un polynéme primitif [ de Alz]| est
irréductible dans A[z] si, et seulement si, il est irréductible dans K[z].

Mmx] use "factorix"; type_mode? := true;

Mmx] irreducible_factorization (3796 - 1)

571317417397193577 769 6481 76801 21523361 24127552321 27:
Vector(Irreducible factor(Integer))

Mmx] probable_irreducible_factorization (3796 - 1)

571317417397193577769 6481 76801 21523361 24127552321 27:
Vector(Irreducible factor(Integer))

Mmx] x == polynomial (O :> Integer, 1 :> Integer)

x: Polynomial(Integer)

Mmx] irreducible_factorization (15 * (x~2 - 1))

35(x—1)(x+1): Vector(Irreducible factor(Polynomial(Integer)))




Mmx] x == polynomial (O :> Rational, 1 :> Rational)

x: Polynomial(Rational)

Mmx] irreducible_factorization (15 * (x~2 - 1))

15(x—1)(x+1): Vector(Irreducible factor(Polynomial(Rational)))




Algorithme naif

Notation.
Soit f un polynéme séparable et primitif de Z[z| de degré d.

Notons || f || := max;eo,....d} | fil-
Soit g est un facteur propre de f de degré au plus m<d—1:Vie{0,...,m}, g(i) divise f(7).
1. Evaluer f en tous les points de {0,...,m}.

2. Enumérer tous les vecteurs (bo, ..., b,,) de Z™1! tels que b; divise f(i) pour tout i € {0, ...,

3. Pour chaque tel vecteur (b, ..., b,,), interpoler le polynéme ¢ de degré au plus m tel que
g(i) =0b; pour tout i € {0,...,m}. Si g est dans Z[z| \ Z et divise f alors c'est un facteur

de f.
4. Si aucun facteur de f n'est trouvé a |I'étape précédente alors f est irréductible.

Le coiit de cette méthode dans le pire des cas est exponentiel.



Borne sur la taille des coefficients

Proposition.

Soit f un polynéme séparable primitif de Z[x] de degré d, et soit g un facteur propre de f
de degré m <d —1. Alors ||glcc < (m+1) (d+ 1) m¥T2™ || | co-

Démonstration.

A partir de la formule d'interpolation de Lagrange

g@)=> o) I =
1=0 7=0, 5=56

nous obtenons la majoration grossiére suivante :

ngoo<(, max \g<i>|) S I @+9)| <tm+nmPm max |g().
1€{0,...,m} im0 =0, j4i 1€{0,...,m}

La conclusion provient de max;co,...m} [9(7)| <max;cgo,.. .my [ f(1)| < (d+1) ma | f 1 oo-
Théoréme. Mignotte, 1974

Si g est un facteur de f de degré m, alors ||g|lco < VAd+ 12" || f|lso



Lemme de Newton-Hensel

Lemme.

Si g€ Alz] divise f modulo I et que lc(g) =1, alors il existe un unique polynéme & congru
a g modulo I, unitaire et divisant f modulo I°.

Démonstration.
Posons h:= f/g, et u=h"'modg.

Nous cherchons & et §) tels que : & =gmod I, H=HhmodI, f=& $HmodI>
Apartirde f=gh+g($H—b)+b (& —g)mod I

rem(f, ) =rem(} (& — g), g) mod I

® =g+rem(u f,g) mod I

Comme f'=g'h+gh’, alors h = f’/g’mod g et nous obtenons la formule

/
@—g:%fmodgmodp.



Remontée de Newton-Hensel

Algorithme

Entrée. [ € Alz], et fi, ..., fs unitaires dans (A/I)[z] tels que f = lc(f) f1 --- fs dans
(A/T)[z].
Sortie. F1, ..., §s unitaires dans (A/I?)[xz] tels que f = lc(f) F1 - §s dans (A/I?)[z] et
= f; mod I pour tout 7.
1.Si s=1 retourner f/lc(f).

2. Calculer fmodfy,..., fmodfs et f'modfi,..., f'mod f, modulo I2.

r |

s 77 mod f; modulo I

3. Calculer t1 =1 %modfl, ey T =

4. Retourner f1 471, ...,fs+ 7.

Proposition.

Soient A =7 et I =(p) avec p premier. A partir d'une décomposition f =Ic(f) f; -~ fs modulo
p, avec des f; unitaires, nous pouvons calculer la décomposition f=lc(f) F1 - Fs modulo p?
telle que §; = f; mod p pour tout i, en temps O(l(o log p) M(d) log d).

Proposition.

Soient IK un corps, A =IK[t] et I = (t). A partir d'une décomposition f =Ic(f) fi --- fs modulo
t, avec des §; unitaires, nous pouvons calculer la décomposition f=lc(f)§1 -+ §s modulo t7
telle que §; = f; modt pour tout 7, en temps O(M(o) M(d) logd).




Recombinaison des facteurs p-adiques

Mmx] use "factorix";
p == modulus 5;
F == polynomial (-1, 0, 0, 0, 1)

|

Mmx] irreducible_factorization (F mod p)

(x4+2)(z+4)(z+1) (x+3)

Mmx] Fp == polynomial (p_adic (z, p) | z in @F)

1+0(PN))2*+0(p) 22+ O(pt) 22+ O(p'O) x +4+4p+4p?> +4p3+4pt+4p°+
A4pS+4p"+4p*+4p°+O0(p'?)

Mmx] v == irreducible_factorization (Fp)

(L+O0(PNz+1+0(p) (1+0(p)z+3+3p+2p>+3p3+p*+2p54+p" +
A4p*+p?+0(p") (1+0(')xz+2+p+2p* +p*+3p* +4p°+2p° +3p" +3p° +
Op'"N(1+0(p') )z +4+4p+4ap> +4p> +4p* +4p° +4p5+4p” +4p8+4p° +
O(p'?))

Mmx] g == factor v[1] * factor v[2]




(14+0(p') 22+ O(p'®) z + 1+ O(p'?)

Mmx] polynomial (@map (z

:-> integer (z[0,10]), [@gl))

x?+1




Cas le pire de la recherche exhaustive

Définition.
Soit p; le i-iéme nombre premier pour i > 1. Le n-iéme polynéme de Swinnerton-Dyer est
défini par

(@) =] (z£V2E£V3EVE£ £ /Dn),

ou le produit est pris sur les 2" possibilités de signes + et —.

Mmx] use "factorix"

Mmx] f == swinnerton_dyer_polynomial 3

28 — 40 2%+ 352 2% — 960 22 + 576

Mmx] irreducible_factorization (f mod modulus 2)

IS

Mmx] irreducible_factorization (f mod modulus 3)

Mmx] irreducible_factorization (f mod modulus 5)




(582 + 2)2 (5132 + 3)2

Mmx] irreducible_factorization (f mod modulus 7)

(22 +2+6) (22 +6x+3) (2> +62+6) (22 +x + 3)

Mmx] irreducible_factorization (f mod modulus 11)

(22 4+ Tz +2) (2?2 +42+2) (2 +22+10) (22 + 92+ 10)

Mmx] irreducible_factorization f

2% — 40 2% + 352 2% — 960 22 + 576




Algorithme de Lenstra, Lenstra, Lovasz

Théoréme. Lenstra, Lenstra, Lovasz, 1982

Si f € Z|x| est un polynéme primitif de degré d alors sa décomposition irréductible peut étre
calculée en temps polynomial en d et log || f || .

1.

Choisir un nombre premier p ne divisant ni lc( f) ni disc(f) en temps polynomial tel que
p€O(dlog| fll2).

. Calculer un facteur f de f dans (Z/p7Z)|z] en temps polynomial en d et p.
. Remonter un facteur § de f dans 7Z/p° Z[x] unitaire & une précision o définie a I'aide de

la borne de Mignotte.

. Soit [ :=deg (f), pour n=d — 1, nous calculons une base réduite du réseau engendré par

les d lignes de la matrice carrée suivante :

(v \

L:= p
So - Si—1 1

K ) So Sl.—.1 1/

. Le premier vecteur de cette base réduite représente un polynéme ¢ de degré au plus n tel

que g=q T+ p°r, avec r € Z[x| de degré au plus [ — 1, et g € Z[x] de degré au plus n —I.
Si la norme de g est trop grande, alors f est irréductible.
Sinon nous pouvons construire un facteur propre de f qui est divisible par § modulo p°.



Exemple

Mmx] use "factorix";
p == 7;
f == polynomial (-1, 0, 0, 0, O, O, 1)

x6—1

Mmx] fp == polynomial (p_adic (z, modulus p) | z in @f)

(1+0(pt?) 26+ O (1) 2° + O(p") 22+ O(p®) 22 + O (P*) 22 + O (P ) 2 + 6+ 6 p +
6p>+6p>+6pr+6p°+6p°+6p +6p°+6p°+O(p'?)

Mmx] h == factor (irreducible_factorization (fp) [1])

(1+0(")z+5+2p+3p* +6p* +4p°+4p"+2p*+3p° +O(p")

Mmx] s == 10; 1 == deg h; d == deg f;

Mmx] L == vertical_join (
[ if i=j then p°s else 0 | j in O0..d || 1 in 0..1 ],
[ (O jin 0..1i), (integer (h[j1[0,s]) | j in 0..1+1),
(0| jin 0..d-1-i-1) || i in 0..4-1 1)




282475249 0 0 0 0
135967277 1 0 0 0
0 135967277 1 0 0
0 0 135967277 1 0
0 0 0 135967277 1

i 0 0 0 0 135967277

0
0
0
0
0
1 -

Mmx] L == row_111 L

| 0 0 1 0 0 |
0 1 1 1 0 0
0 —1 0 0 1 0
0 0 —1 0 0 1
5498 —3681 —1818 5498 —3680 —1818
| 3680 —1818 5498 —3681 —1818 5498

Mmx] g == [ polynomial (@row (L, i)) | i in 0..4 ]

(23 -1, 23+ 2%+ 2,2 — 2z, 2° — 2]

Mmx] f1 == gcd (gl[0], gcd (gl1]l, gecd (gl2], gl[31)))

|

Mmx] f rem f1




0

Mmx] f quo f1

-3 r—1




Calcul des racines complexes

Notation.
Soit f=Y"¢ , fiz'€ Clz], unitaire de degré d, f:=>"  fa?,
rev(d, f) ::Z?:O fa_ix’, et

rev(d, f)(z) rev(d, — f(z) f i
ol N =SB 5 iy

Bf(x,y):
0<i,j<d

Nous notons Bf:= (b; ;)i j la matrice symétrique de taille d x d des b; ;.

Théoréme. Schur-Cohn

Si f € Clz] est unitaire de degré d, alors la signature de B est égale a la différence
7 (f) —m—(f), ou m(f) (resp. m_(f)) représente le nombre de racines de f incluses dans
le disque ouvert B(0,1) (resp. hors du disque fermé B(0,1)).

Proposition.

Soit f un polynéme de Z[z] sans carré de degré d. Il existe un algorithme permettant de
déterminer si f admet un zéro dans B(0, 1) en temps polynomial en d et log || f || -

Théoréme.

Soit f un polyndme de Z[z] séparable de degré d. Le calcul d'une approximation d'un zéro
de f dans C a une distance au plus ¢:=2~7 < 1 peut se faire en temps (d log (|| f|~/€))° Y.



Approximant algébrique

Algorithme de Kannan, Lenstra et Lovasz (1984)

Entrée. [ € 7Z[z|, séparable et primitif de degré d > 1, et un entier m <d — 1.
Sortie. un facteur irréductible de f de degré au plus m s'il existe et sinon rien.
1. Poser M := da+2 HfH2 o 2(3/2)d2+2d—1 MSm' 6:2—(2d2—|—3d—|—4d10g2M)_
2. Calculer £ telle qu'il existe une racine o de [ avec |5 —a|<e/(2n | f]%).
3. Pour 7 de 0 a m faire :
Calculer &; comme approximation de 3° avec {—élog 5] bits apres la virgule.

4. Construire le réseau L. formé a partir des lignes de la matrice suivante :

(1 L ey ey )

1 cRe(ay,) clm(a,,)

5. Appeler I'algorithme de réduction de base LLL. Notons v le premier vecteur de la base
réduite.

6. Si ||0]|2<2 M? alors retourner le polynéme correspondant.




Exemple

Mmx] use "lattiz"; type_mode? := true;

Mmx] f == polynomial (6 :> Integer, O, -5, 0, 1)

r*— 522+ 6: Polynomial(Integer)

Mmx] N z == z - evaluate (f, z) / evaluate (derive f, z);

Mmx] a == NNNNN 1.0

1.41421356237303701652: Floating

Mmx] ¢ == 10°5

100000: Integer

Mmx] L == [ 1, 0, c;
0, 1, as_integer trunc (c * a )]

1 0 100000
0 1 141421

]: Matrix(Integer)

Mmx] row_111 L




—239 169 149

99  —70 530 |° Matrix(Integer)
Mmx] L == 1, 0, 0, c;
0, 1, 0, as_integer trunc (c * a );
0, 0, 1, as_integer trunc (c * a~2)]
1 0 0 100000
0 1 0 141421 |: Matrix(Integer)
0 0 1 199999

Mmx] R == row_111 L

—2 0 1 -1
—129 169 —55 204 [: Matrix(Integer)
—14 =239 176 205

Mmx] g == polynomial (@row (R, 0)[0,3])

x? —2: Polynomial(Integer)

Mmx] f rem g

0: Polynomial(Rational)

Mmx] f div g

22 — 3: Polynomial(Rational)




Dérivée logarithmique

Notation.
$1,..., 5, les facteurs p-adiques unitaires de f.

Vie{l,...,r}, Iu; €{0,1}* tel que fi=lc(f.) T - FLme.
/

ffz_,uzlf + +,lLZSfST.

Notons o € IN la précision connue pour les facteurs p-adiques.
Soit &; la pré-image de f% dans Z[x], telle que &, = fg—?mod pe.

Il existe un entier ¢ € 7Z tel que f‘jc—{: pi1 G+ p s O+ cp?.

La borne de Mignotte permet de déterminer un entier 7 tel que Hf;- <p.
T [e.)

Sia=)",_, aip" est un nombre p-adique, nous notons [a]7 := St aipitTeN.

SiN= Z?:o 9, 2" € Z,|x] alors notons, par extension, [Q]7:= Z?:o [9:]7 2° € NJz].

Si o > 7 nous obtenons finalement des polyndémes 0, et ¢; dans Z[z], de degré au plus d — 1,
tels que [|0;]|co <s+1, |lgi]|oc <s+2 et

Hi 1 [61] + -+ Hi, s [6 ]?——i_pa_T(Si:gi-



On considére le réseau L engendré par les lignes de la matrice suivante :

(1 7 - [Brai)? )

1 [®S,O]g [ﬁs,d—l]g

\ )
(f4i 15 -y [i 55 €i.0s---,Ei,d—1) €St un vecteur de « petite norme » dans L.

e van Hoeij, 2002

e Belabas, van Hoeij, Kliiners et Steel, 2009
e Novocin, 2008

e A. Novocin et M. van Hoeij, 2009

e W. Hart, M. van Hoeij et A. Novocin, 2011



Exemple

Mmx] use "factorix"; p == modulus 9973;
f == swinnerton_dyer_polynomial 2 * swinnerton_dyer_polynomial 3

21?2 — 50 210 + 753 28 — 4520 2% + 10528 2% — 6720 2% + 576

Mmx] irreducible_factorization (f mod p)

(22433912 + 1) (22 + 65821 + 342) (22 + 6582 x + 1) (2% + 3391 = + 342) (22 + 3391 = +
9623) (2% + 6582 = + 9623)

Mmx] f_p == polynomial (p_adic (z, p) | z in @f);
facts_p == map (factor, irreducible_factorization (f_p));

Mmx] G == [(f_p div facts_p[i]) * derive facts_pl[i] | i in O..#facts_p];

Mmx] tau == 3; sigma == 4; s == #G; d == deg f - 1;
L == horizontal_join (
[ if i = j then 1 else 0 | j in O..s || 1 in O..s ],
[ integer (G[i] [j][tau, sigmal) | j in O0..d || i in O..s ])




Mmx] L

== vertical_join (L, horizontal_join (

[0 jin O..s || i in 0..d ],
[ if i = j then p~(sigma-tau) else O | j in 0..d || 1 in 0..d ]1))

O OO OO OO OO OOoOOoOoOo oo

OO OO OO OO OOoOOoOOooo oo

5606
1819
8153
2331
4366
7641
9973

O OO OO OO OO OoOOoOOoOoo OO
OO OO OO OO OOoOOoOoo O oo
O OO OO OO OO OoOOoOoOo OO OO
OO O OO OO OO OoOOoO OO Oo OO

OO OO OO oo oo

4827
5145
5145
9972
4827
9972

©
©
|
w

SO OO OO oo o

8343
9473
499
432
1629
9540
0

Ne)J
Ne)
|
w

OO OO OO oo

6630
3342
3342
0
6630

265
1849
8123
4201
9707
5771

7406
2566
2566
9972
7406
9972

SO O OO

SO O OO

1791 3859
4693 6113
5279 6113

8109

8181 3859

1863

cocofoooocoo

0

coocofoocoocoocooo

4151
1184
8788
3247
0821
6725

©
cofoocoocooocoo
w

3109
6863
6863
9972
3109
9972

©
ocfococoococoococoo

w

1623
1623
8349
1623
8349
8349

OO OO OO oo oo

NeJ
Ne)
|
w




Mmx ]

R == row_111 L

-1 -1 -1 1 -1 1 1 0 1 2 1 0 1 2 1 0 1
0 0 o -1 0 -1 1 2 1 0 1 2 1 0 1 2 1
390 —81 8 —37 —35 37 147 —4 136 —4 95 —4 —32 —4 —86 —4 —234
—30 90 —33 59 87 —58 134 —58 244 —57 —194 —58 13 —57 —24 —58 173
~15 58 —87 —11 —14 10 —144 30 —67 29 196 30 —127 29 —297 30 260
121 —52 151 48 —22 —49 210 —98 —9 —99 154 —98 170 —99 —71 —98 133
—84 248 —241 79 91 —80 56 -6 —-35 -7 106 -6 —131 -7 53 —6 —12
56 50 —28 89 —34 —87 —311 —24 184 —22 54 —24 —131 —22 371 —24 —27
—105 145 —119 7 131 —8 —26 —25 —142 —26 —70 —25 445 —26 —33 —25 —26
142  —9 —81 —27 —232 26 53 91  —38 90 —101 91 —194 90 —113 91 —146
—102 —288 171 343 —15 —344 —302 118 91 117 —17 118 —4 117 —125 118 —348
240 —339 —542 —120 383 —23 —108 488 111 —599 —52 —193 —68 531 173 —377 —31
75 —422 —341 —72 43 —547 33  —523 73 415 195 —171 —22 —667 40 217 8
586 —176 —161 —416 488 —376 73 467 70 593 —215 —709 218 128 —91 —192 27
351 —487 —247 678 535 309 —169 655 297 413 —86 —52 —82 —757 7  —38 —105
972 155 —212 —157 886 62 192 —1114 —158 878 24 1036 20 49 —99 6 72

| 561 —287 —368 231 443 706 31 608 —9 —394 —131 —464 86 70 24 1508 56

Mmx] R[0,0,2,s]
-1 -1 -1 1 -1 1
O 0 0 -1 0 -1

Mmx] Hp == facts_p[3] * facts_pl[5]

(1+0(p*9) 2%+ O(pY) 2 + (9963 + 9972 p + 9972 p? + 9972 p3 + 9972 p* + 9972 p° +
9972 p® +9972 p” + 9972 p® + 9972 p? + O(p'?)) 22 + O(p'°) 2 + 1 + O(p'?)




Mmx] reconstruct u ==
x == integer ul0,3];
if x > 9973°3 quo 2 then x - 9973°3 else x; };

Mmx] g == polynomial (@map (reconstruct, [@Hp]))

xr—1022+1

Mmx] f rem g

0

Mmx] f div g

2% — 4025+ 352 2% — 960 2% + 576




Défi

L'algorithme PSLQ concu par Ferguson et Bailey au début des années 90 permet de calculer
une relation entiére non triviale de petite taille entre plusieurs nombres (entiers ou décimaux
en fixant la précision souhaitée) ou bien de prouver qu'il n'en existe pas d'une norme inférieure
a une valeur donnée en entrée de |'algorithme.

Mmx] use "lattiz"

Mmx] pslq ([100, 150, 200], 5)

1, —2,1]

Défi 4. Sachant que les relations 1; qui interviennent dans le probléme de factorisation ne font
intervenir que des 0 et des 1, est-il possible de tirer parti de PSLQ pour obtenir une meilleure
borne de complexité, ou bien de meilleures performances pratiques ?



Chapitre 4.
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Introduction

Notation.

F(z,y) e K[z, y], de degrés partiels d,, et d,, tel que

deg (F(0,y)) =dy,

OF

(N) { Res(F(0,9), 9(0,9) ) #0,

F est primitif vu dans K[z][y].
S$1,---,5s les facteurs analytiques unitaires de F' dans K[[z]][y].
Fi,..., F,, les facteurs rationnels F' dans K[z, y].
Vie{l,...,r}, 3ui € {0,1}° tel que Fy=le(F;) [[;_, §;".

SiA=3" 59 a; iyl e K[[x])[y], [Aly:= D ok<i<i—1,530 a; j2tyl €Klz, yl.

~ F 2 F
J=1,j#1i J=1,j#1i



Recherche exhaustive

Mmx] use "factorix";
p == modulus 101; x == polynomial (0, 1);
F == polynomial ((-x"2 - x~4) mod p, (2 + 2*x~2) mod p,
polynomial (-1) mod p,
polynomial (-2) mod p,
polynomial (1) mod p)

y* 499 32 +100 y2 4 (222 + 2) y + 100 z* + 100 22

Mmx] set_variable_name (series (@(x mod p)), ’x);
set_variable_name (polynomial series (@(x mod p)), ’y);
Fs == polynomial (series (@z) | z in QF)

(1+0(z10) y* + (99 + O(219)) y3 + (100 + O(219)) y2 + (2 + 2 22 + O (1)) y + 100 22 +
100 2%+ O (1Y)

Mmx] fs == irreducible_factorization (Fs)

(14+0(2'9) y+ 5022+ 63 2%+ 8225 + 26 28+ O(2'1?)) ((1 + O(21°)) y +99 + 51 22 +
382 +1925+ 7528 + O(219)) (1 4+ O(21°)) y + 100 + 50 22 + 38 x* + 82 20 + 75 28 +
O(x'9) (1+0(2'%) y+1+51 2%+ 63 2%+ 1925+ 26 2% + O(21Y))




Mmx] Gs == factor (fs[0]) * factor (fs[1])

(1+0(x'9) 2+ (99 4+ O(2'9)) y + 22 + O(2'0)

Mmx] G == polynomial (Gs[i][0,4]

| i in O..#Gs)

Y2+ 99 y + 22




Temps polynomial

Dérivée logarithmique de la formule F; =1c(F;) H;Zl F

OF; < 0% ; oF < 9%

dy _ . %y i ST -z Y95

?—; pi g - et done Fi 5 —;1 i g S
Théoréme. Belabas, van Hoeij, Kliiners, Steel, 2009
Sioc>d,(2d,—1)+1, alors p1, ..., pu, forment la base échelonnée réduite de I'espace des
solutions de

~ , & 03 _
g=1

dz=1



Démonstration.
dp+1

ZE 5.7 8&7] € Klz, y].

0

Soit /1, ..., /s une solution. Posons G :=

Soit R(z):= Resy<F(9c, ¥), 19 (2, y) — G, y)) e Klz], deg R<dy (2d, —1).

Riw) = 1) [T R85, 9 0:0) ~ Gl

] 1

= 1C(F)dy—1 H Resy<{§j, (51 —Ej) %j aa—yj(x, y)) +O($U) :O—FO(IU)

j=1
Comme ¢ > deg (R) alors R=0.

Donc Hj,ejzel §;=gcd <F,€1 g—l;(x, y) — G(zx, y))



Espace des résidus

e La méthode précédente demande une remontée de Newton-Hensel a la précision d, (2 d, —
1)+1.

e L’autre méthode que nous allons présenter demande une précision d, + 1.
Notation.

6;: —{& 8&} , pour tout 1 €{1,....,s}.
K[z, y|r.; polynémes de degré au plus k en x et au plus [ en v.

L= {(tr, 0) P o, 186 (B0 20) 4 od FCK.

Lemme.
Les vecteurs i1, ..., it forment la base échelonnée réduite de L.
Démonstration

C

[z, y]a,,a,~1, on a
0 +1 d.+1 s
~ an ~ agz
Fia_y:[Fz ] Z’“‘”gﬂ =2 15,58 = i€ L.
0 7=1

La conclusion provient de |'égalité des dimensions.



Notation.
S G i _
Gi=Yi_, i  F=32, 2 avec ¢y, pi€ Klfa].

Lemme.
Si (41,...,¢s) € L, alors pq, ..., pd, appartiennent tous a IF.

Réciproquement, si p1, ..., pq, appartiennent tous a K, alors (¢1,...,45) € Lp.

Démonstration.

_ o L ~ OF,
Si (01,...,0s) € Ly alors G est une combinaison linéaire sur ' des Fi—-

Supposons que tous les p; soient dans K.

dy 833 )

PiO 8y
= Zﬁ

1=1

L'hypothése (N) implique p; = p;(0) =¢; dés que §;(0, ¢;(0)) =0, d'ou G:Zj

05 ‘931.



Caractéristique zéro ou suffisamment grande

D: Kz, 9yla,,q,-1— K[z, y]3d, 1,34, 3
GH(@G&F 8G8F)8F_ <@@_@@>
or 0y Oy dx )y oryody  Oy? Ox
Dr:  F*— Kz, yla,—1,2q4,-3 X K[z, ¥|3d,-1,d, -1

(51,...,€S)i—>D<Z &052-).
1=1

Proposition.

Nous avons (i1, ..., i )r C ker (Dp). Réciproquement, si (¢4, ..., /s) appartient a ker (D)
alors p1,..., pg, appartiennent a IK[[z"]]. De plus, si p=0ou p>d, (2d,—1)+ 1 alors fi1,...,
(4, est la base échelonnée réduite de ker (D).

Démonstration.

G(x7¢l) /
Pi= =
2—5(:6 i)
(@, 00+ @, 60) ) 2o, 6) — ( Sm (@, 60) + Dl o, 60) ) G, 60)

(Zeo)

(
Par ailleurs, ¢; = —%(w, gzbi)/g—j(x, ®).



Résultats de complexité

Théoréme. Lecerf, 2010

Si K contient au moins 2 d, d, + d, + 1 éléments, alors la factorisation irréductible dans
K[z, y] se réduit a une variable sur K en degré borné par d, + d,, plus

a) O(d, d;) opérations arithmétiques dans K, si p=0ou p>d, (2d, —1)+1;

b) O(kd, d;) opérations arithmétiques dans I, si K:=IF .

Théoréme. Lecerf, 2010

Si IK contient au moins 10 d, d,, éléments, alors la factorisation irréductible dans K[z, y| se
réduit a une variable sur IK en degré borné par d, + d,, plus

a) O((d,d,)"?) opérations en moyenne dans K, si p=0ou p>d, (2d, —1)+1;

b) O(k (d, d,)"°) opérations en moyenne dans I, si K :=TF .

Probléme ouvert 5. Est-il possible d’améliorer I'exposant 1,5 du théoréme précédent ?



Petite cardinalité positive

Si I, est trop petit pour appliquer les résultats précédents alors on peut construire I' ; sous
la forme F,[2]/(1(2)), avec p irréductible de degré |.

Notons « une racine de ;. dans IF' .

En prenant [ € O(log, (d, d,)) suffisamment grand pour pouvoir factoriser F' dans IF ;:[z] avec

les algorithmes précédents, nous pouvons obtenir les facteurs irréductibles F, ..., 7; de F' dans
I i[z].
q

En prenant les préimages des coefficients des F; dans IF,;[z], nous construisons des polynémes
Fi(z,y,z) de degré au plus [ — 1 en z, tels que F;(z,y) =F;(z,y, a).

Pour chaque i € {1,...,t}, nous pouvons calculer F;(z,y):=Res.(F;(x,y, 2), u(z)) qui est un
facteur irréductible de F.

Chaque F; peut étre obtenu par évaluation/interpolation rapide en temps

O (deg, (F}) deg, (F;) l) opérations dans IF ..

Au final le surcoit total reste un facteur borné par log®") (d,. d,).



Notes

Remontée de Hensel et recherche exhaustive : Musser (1973), Wang & Rothschild (1975),
Wang (1978), von zur Gathen (1984), Bernardin (1999), Shuhong Gao & Lauder (2000).

Premiers algorithmes en temps polynomial : Kaltofen (1982), puis Lenstra, Kannan, Lovasz,
Chistov, Grigoriev, von zur Gathen.

Premier algorithme en temps essentiellement quadratique : Gao (2003), Belabas & Kliiners
& Steel (2004).

Premier algorithme en temps sous-quadratique : Bostan, Lecerf, Salvy, Schost, Wiebelt
(2004).

Remontée de Hensel et recombinaison en précision essentiellement optimale : Lecerf (2006).



Chapitre 6.

P%/w%&s d\//ém'am vriallos



Réduction a une variable

Notation.
deg (F(0,...,0,y)) =dy,
F €Klz1,..., 2n, y] telque (N) Res<F(O,...,O,y),%(O,...,O,y))#O,
F est primitif vu dans K{z1, ..., z,][y]-

Algorithme

1. Factoriser le polynéme F'(0, ..., 0, y).

2. Remonter les facteurs de sorte a obtenir la factorisation de F' dans K[[z1, ..., z,,]|[y] a la
precision (21, ...,2,)% T, ott K[[z1, ..., z,,]] représente I'algébre des séries a n variables, et
d. est le degré total de F' en les seules variables z1, ..., z,.

3. Résoudre le probléme de recombinaison pour trouver les facteurs rationnels de F.

e Les méthodes du chapitre précédent peuvent se généraliser.

e La taille du systéme linéaire croit avec le nombre de monémes.




Points de Hilbert

Pour réduire la taille du systéme linéaire, de facon probabiliste nous pouvons procéder comme

suit.
Définition.

Sous I'hypothése (N), un point (aq, ..., o) € K™ est dit de Hilbert si, pour tout facteur
irréductible F; de F', le polynéme F; (aq x, ..., x, y) est irréductible.
Lemme.

Sous I'hypothése (N), si F' est irréductible, alors F'(a; x, ..., a, x, y) est irréductible dans
K(ai, ..., an)[x, y].
Démonstration.
Posons G(a1,...,an,z,y):=F(a1x,...,anx,y).
Il suffit de prouver que G est irréductible dans Klaq, ..., a,, x, yl.
Les facteurs irréductibles 51, ..., §s de F' dans K[[z1, ..., z,,]][y] sont en bijection avec ceux
de G dans K(ay, ..., a,)[[x]][y] notés &, ..., B :
&;(x,y)=Fi(arz,...,anx,y).
Tout facteur irréductible de G dans Klay, ..., a,, x, y] est nécessairement de la forme
H(ayz,...,anx,y) avec H € K[z1, ..., 2n, Y.
En remplagant x par 1, le polynéme H(a, ..., a,,y) est un facteur de F'.



Localisation des points de Hilbert

Théoréme. Lecerf, 2013
Sous I'hypothese (N), il existe un polynéme de K|ay, ..., a,]\ {0} de degré au plus d. (d, —
1)(2d, —1) qui s'annule sur tout H(F).

Démonstration.

Il suffit de prouver le résultat en supposant F' irréductible.

Supposons d'abord que a7, ..., o, soient des indéterminées.

Alors H(x, y) := F(ag x, ..., ap z, y) € K(aq, ..., ay)[x, y] est irréductible par le lemme
précédent.

Notons $1(x,y),...,9s(x, y) les facteurs analytiques de H dans K(a, ..., au,)[[x]][y].

En posant j%i::H/f)i, et 0:=d;(2d,—1)+1, le systéme linéaire suivant en les inconnues
lq,....,0s a pourrang s —1 :

g

Zf fgj %J —0.

dy+1

Il existe par conséquent un mineur non nul A € Klaq, ..., a,| de taille s — 1.
Si maintenant aq, ..., a;, sont des valeurs dans KK telles que A(ay,...,a,,) # 0 alors les mémes
calculs restent valables et le systéme linéaire ainsi spécialisé reste de rang s — 1.

Pour chaque j >0 et k>0, le coefficient de 7 y* dans §), 88—21 est un polyndme de degré au
plus j. Le degré total de A est donc au plus (s —1)d,(2d, —1).



Proportion des points de Hilbert

Corollaire.
Sous I'hypotheése (N), en notant p la caractéristique de IK, pour n'importe quel sous-ensemble

non vide S de IK, nous avons les inégalités suivantes :

— W(TS)WDS ‘<3|d§|dy sip=0oup>d,(2d,—1)+1,

_ HEF)NS| _ dedymin (2dy,p)
ST < H st p>0.

Démonstration.
On utilise le lemme de Schwarz-Zippel.

Probléme ouvert 6. Peut-on avoir une borne en O(d.d,/|S|) dans tous les cas 7



Réduction a deux variables

Algorithme

Entrée. F' satisfaisant |'hypothése (N) et (a1, ..., ;) € K™ un point de Hilbert pour F.
Sortie. les facteurs irréductibles F, ..., F,. de F’
1. Calculer les facteurs irréductibles Hy(x,vy),..., H, (z,y) de H(z,y):=F (a1 x,...,qp x,y).
2. Utiliser la remontée de Newton-Hensel pour calculer la factorisation de F'

Notation.

Supposons que, pour toutes les valeurs d et n, nous disposions d’'arbres de calcul effectuant
les additions et soustractions dans K[[z1, ..., z,]]/(21, ..., 2,)? en temps linéaire, ainsi que le
produit en temps au plus S(d,n).

Pour des raisons techniques nous supposons que S est super-additive en d, c'est a dire S(d,
n) —+ S(dg, n) < S(dl + dg, TL)




Résultats de complexité

Sous I'hypothése (N), si (a1, ..., ;) est un point de Hilbert pour F, alors I'algorithme effectue :
e la factorisation d'un polynéme a deux variables de degrés partiels d. et d, ;

e la remontée de Newton-Hensel peut se faire jusqu'en précision d. au moyen de O(S(d.,
n)M (d,)logd,).

Théoreme. Lecerf, 2007

Si I'on dispose d'un produit de séries a plusieurs variables en temps quasi-linéaire, alors la
réduction a deux variables est quasi-linéaire moyen a partir de 3 variables.



Théoreme de Bertini-Hilbert

Pour tout triplet de points (aq, ..., @), (51, -+, On) €t (71, ..., 7n) de K™, nous définissons le
polyndmes a deux variables = et y suivant :

Puogn=Plaaz+ Bry+ 71,0y tn @+ Brny+ Vo).

Théoréme. Bertini

Si P est irréductible, alors il existe un ouvert de Zariski de (IK™)" tel que P, s -, est irréductible
pour chaque triplet (aq,..., ), (B1, ..., Bn), (71, .-, 7n) dans cet ouvert.

Définition.

Un triplet (v, ..., ap), (81, -+, OBn) €t (71, ..., ) de IK™ est un point de Bertini pour P si,
pour tout facteur irréductible @) de P, le polynéme Q(ay 2+ B1y+ Y1,y n @+ By + Vn)
est irréductible de méme degré total que Q).

Théoréme. Lecerf, 2008-2013

Soit S un sous-ensemble fini de K. Si P € K[vy,...,v,] est séparable en au moins une variable
et est de degré total d > 1, alors la proportion B( P, S) de triplets a coordonnées dans S qui
ne sont pas des points de Bertini pour P est au plus

— 5d?/|S| si la caractéristique p de K est nulle ou au moins d (2d — 1) +1,

— d?min (2d,p+1)/|S]| si p>0.



Notes historiques

Résultats quantitatifs sur Bertini-Hilbert. — en degré total d.

Hilbert (1892) : le densité des points qui ne sont pas de Bertini tend vers 0 lorsque | S| — oo.
Heintz & Sieveking (1981), Kaltofen (1982): premiére utilisation en calcul formel.

von zur Gathen (1985): 9%°/|S|.

Bajaj, Canny, Garrity & Warren (1993): d*/|S| lorsque K = C.

Kaltofen (1995): 2d*/|S| lorsque KK est parfait.

Shuhong Gao (2003): 2d3/|S| lorsque p=0 ou p > 2d°.

Lecerf (2007): 28—3d2/|S| lorsque p=0ou p>d(d—1)+1.



Représentation creuse

Une représentation creuse des polynémes de K[x1, ..., z,] consiste a stocker ceux-ci sous la
forme d'une liste de termes non nuls.

Définition 7.

Le support d'un polynéme F' € K[z, ..., ,], noté supp(F'), est I'ensemble des exposants de
ses mondmes non nuls.

Si F=3% cnn Fexit - xy" alors supp(F) ={e € N" | F,. # 0}.

Définition 8.

La somme de Minkowski de deux sous-ensembles () et R de R", notée () + R, est définie par
Q-+ Ri={e+ f| (e, f) € Q x R}.

Définition 9.

Le polytope de Newton de F' € K[z, ..., x,], noté N(f), est I'enveloppe convexe dans R" de
supp(F'). L'enveloppe convexe entiére de F' est I'ensemble des points de Z" contenus dans
N(F).

Théoréme. Ostrowski
Si F' se factorise en G H alors N(F)=N(G)+ N(H).



Support dense dans le polytope de Newton

Théoréme. Berthomieu, Lecerf, 2012

Si S est un sous-ensemble fini normalisé de Z? de cardinal o, de taille convexe T, et inclus
dans [0,d.] x [0,d,], alors nous pouvons calculer une application U € Aff(Z?), ainsi que U(S),
tels que U(S) est normalisé et contenu dans [0,d}] x [0, d;] avec (d;, +1) (d,+1) <9, en
utilisant O(o log? ((dx+1) (d, +1))) opérations binaires.

Pour factoriser un polynéme on peut alors :
1. Calculer U comme dans le théoréme.
2. Appliquer le changement de variables de U a F' pour obtenir F'V.
3. Factoriser 'V en FY, ..., FY.

4. Appliquer U ! aux F.



Polynémes lacunaires

Exemple. Si p est premier alors F':= 2P — 1 € Q[z] est composé de seulement deux monémes
mais ses facteurs irréductibles sont x — 1 et (2P — 1)/x — 1. Ce dernier est composé de p
mondmes.

Le calcul de facteurs de « petits degrés » fixés de polynémes a coefficients dans () peut se faire
en temps polynomial dans la taille binaire creuse (c'est a dire le total des tailles des coefficients
et des exposants).

e H.W. Lenstra, Jr. (1997)
e Kaltofen & Koiran (2006)
e M. Avendafio & T. Krick & M. Sombra (2007)

e Leroux (2011)

Théoréme. Kaltofen, Koiran, 2005

Supposons que nous disposions d'un algorithme de type Monte Carlo pour tester l'irréducti-
bilité des polynémes de [Fom[z, y] en temps polynomial en la taille binaire creuse, pour m au
voisinage de l'infini. Alors il serait possible de factoriser les entiers en temps polynomial avec
un algorithme de type Las Vegas.






