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Avant-Propos

La factorisation irréductible des polynômes à plusieurs variables est connue depuis les années
cinquante pour ne pas être calculable pour un corps effectif de coefficients. Néanmoins pour
les implémentations habituelles de nombreux corps, dont les nombres rationnels, les nom-
bres algébriques, les corps finis, et les corps de fonctions, nous disposons d’algorithmes de
bonne complexité théorique ainsi que d’implémentations performantes dans divers logiciels
de calcul formel. Il reste néanmoins plusieurs questions ouvertes importantes puisque dans
la plupart des cas on ne connaît pas d’algorithme en temps quasi-linéaire.

Nous commençons ce cours avec la factorisation séparable, qui permet de scinder un
polynôme à une variable en facteurs dont les racines ont la même multiplicité. Nous mon-
trons comment la factorisation irréductible à une variable se ramène au cas des polynômes
séparables. Le cas des polynômes à une variable est en fait critique et nous présentons les
algorithmes désormais classiques lorsque les coefficients sont des nombres rationnels ou
appartiennent à un corps fini. Dans un deuxième temps, nous montrons comment ramener
la factorisation des polynômes à deux variables à celle à une variable. Enfin, à partir de trois
variables, il est souvent favorable de se ramener au cas de deux variables via un théorème
dû à Hilbert. L’essentiel du coût de la factorisation devient alors lié à celui des opérations
arithmétiques sur les polynômes et séries à plusieurs variables.

Le présent document est un support de cours et certains choix de présentation ont parfois
favorisé la communication de certaines idées de façons simplifiées ou informelles. Par ailleurs
ces notes de cours contiennent plusieurs exemples réalisés au moyen du logiciel de calcul
formel et analytique Mathemagix (http://www.mathemagix.org).

Remerciements. Je tiens à remercier Jérémy Berthomieu et Guillaume Quintin pour
leur commentaires sur ce manuscript. Je remercie aussi les concepteurs du logiciel GNU
TEXMACS (http://www.texmacs.org) avec lequel le présent document a été rédigé.

Palaiseau, le 26 mai 2013
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Introduction

Soit A un anneau commutatif intègre dont on note U(A) le groupe des unités. Soient a et
b des éléments de A. On dit que a divise b, que l’on note a P b, s’il existe c dans A tel que
b = a c. Comme A est intègre, si a � 0 alors c est unique. On dit que a est irréductible si
a � U(A) et si pour tout b et c dans A tels que a= b c alors b∈U (A) ou c∈U (A). Notons
que 0 = 0 · 0 n’est pas irréductible. On note a∼ b lorsque les idéaux (a) et (b) engendrés
respectivement par a et b sont égaux. On note A∗

8 A \ {0}.

Définition 1. Un anneau commutatif intègre A est dit factoriel s’il vérifie les conditions
suivantes :

i. pour tout a ∈A∗, il existe u ∈ U (A), m ∈N, et des éléments irréductibles p1,
 , pm de
A tels que a= u p1� pm ;

ii. si p1, 
 , pm, q1, 
 , qn sont des irréductibles de A, u, v ∈ U(A), et m, n ∈ N tels que
u p1� pm= v q1� qn, alors m= n et il existe une permutation σ de {1,
 , n} telle que
pi∼ qσ(i) pour tout i∈{1,
 , n}.

On dit alors que la décomposition en irréductibles u p1 � pm de a est essentiellement unique,
ou unique à des unités près . Dans ce cours, nous supposons connu le fait que l’anneau des
entiers Z est factoriel et que si A est un anneau factoriel alors l’anneau des polynômes A[x]
l’est aussi. Nous nous intéressons au problème de calculer la décomposition en irréductibles
des polynômes à plusieurs variables à coefficients dans un corps commutatif K.

La recherche des racines d’un polynôme à une variable et plus généralement la factorisa-
tion de tels polynômes en irréductibles trouve ses origines dans des temps très anciens des
mathématiques. Un bref historique se trouve par exemple dans [43]. Une présentation histo-
rique plus détaillée sur la factorisation des polynômes se trouve dans les sections « Notes »
des chapitres de la partie III du livre [44]. Dans ce cours nous concentrons principalement
sur des algorithmes récents, de bonne complexité, et qui permettent de couvrir tous les cas
usuels.

Contrairement aux opérations élémentaires sur les polynômes telles que la somme, le
produit, et le plus grand commun diviseur (noté p.g.c.d. dans le texte, et gcd dans les
formules mathématiques), il n’existe pas d’algorithme de factorisation des polynômes de
K[x] qui soit indépendant deK. Afin de formaliser ce résultat nous devons considérer comme
modèle de calcul une machine de Turing ou bien, de façon équivalente, une machine à
accès direct . Nous dirons qu’un corps K est effectif si ses éléments peuvent être représentés
dans ce modèle et si le test d’égalité de deux éléments de K est calculable. Concernant le
formalisme et les concepts classiques de ce modèle de calcul, le lecteur pourra consulter des
ouvrages généralistes comme [138, Chapitre 2].
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Théorème 2. [ 30, 31] Il existe des corps effectifs K pour lesquels la décomposition en
irréductibles des polynômes de K[x] n’est pas calculable.

Démonstration. Soit λ:N∗→N∗ une fonction injective calculable. Soit pi le i-ième nombre
premier et soit K le corps Q( pλ(1)

√
, pλ(2)
√

, pλ(3)
√

, 
 ). Chaque élément de K s’exprime

comme un polynôme en un nombre fini de pi
√

. Le test d’égalité peut être réalisé en utilisant
par exemple des calculs de base standard via l’algorithme de Buchberger.

Pour une valeur de n donnée, factoriser x2− pn dans K[x] est équivalent à tester si n est
dans l’image de λ. Pour prouver le théorème, il suffit donc de choisir λ telle que ce test ne
soit pas calculable. Historiquement, de telles fonctions λ ont été construites dans [80].

À partir de résultats classiques sur les machines de Turing, nous pouvons décrire ici
comment construire une telle fonction λ en utilisant le fait que le problème de l’arrêt d’un
programme est indécidable. En fait, commençons par fixer un alphabet permettant de coder
les machines de Turing et ainsi les couples (T , e) formés par une machine de Turing T et
une entrée e. On peut ensuite construire l’encodage d’un tel couple en binaire de sorte à
lui associer un entier ϕ(T , e) avec ϕ injective. Par ailleurs, pour tout triplet d’entiers t, n
et c, nous pouvons énumérer l’ensemble Pt,n,c des couples (T , e) tels que T a pour taille t,
e pour taille n et l’exécution de T sur l’entrée e prend c étapes. En ordonnant les triplets
(t, n, c) et les éléments de Pt,n,c nous obtenons un ordre calculable sur les couples (T , e) tels
que T s’arrête sur e. On prend donc pour λ(i), la valeur ϕ(T , e) où (T , e) représente le i-
ième couple pour cet ordre. �

Le précédent résultat nous indique que pour obtenir un algorithme de factorisation dans
K[x] il faut examiner la nature de K. Néanmoins, en pratique, nous pouvons nous contenter
de manipuler des corps sous une forme particulière :

Définition 3. Un corps K est explicitement finiment engendré sur un corps F lorsqu’il est
donné par le corps des fractions de F[x1,
 ,xn]/P, où P est un idéal premier de F[x1,
 ,xn]

donné par un ensemble fini de polynômes de F[x1,
 , xn].

Un tel corps est bien effectif car on peut tester l’égalité grâce à une forme normale obtenue
par un calcul de base standard. Avec un tel corps, de nombreux travaux ont contribué à
montrer que la factorisation des polynômes est calculable surK. Les contributions majeures,
d’un point de vue historique, remontent à Kronecker [83], puis, quarante ans plus tard, à
Hermann [50], suivi par van der Waerden [143, 144], Fröhlich et Shepherdson [30,
31] dans les années cinquante, et enfin Seidenberg [131, 132, 133] et Richman [95, 121].
Rappelons qu’un corps et dit premier s’il n’a pas de sous-corps propre.

Théorème 4. Si K est un corps explicitement finiment engendré sur son sous-corps pre-
mier F, alors la factorisation dans K[x1,
 , xn] est calculable.

L’objet de ce cours est de détailler ce résultat en présentant des algorithmes récents
performants, issus de travaux de recherches principalement commencés dans les années 1970
en calcul formel.
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L’approche que nous développons dans ce cours consiste d’abord à calculer la facto-
risation dite séparable pour un polynôme F ∈ K[x], où K est un corps. Il s’agit en fait
de séparer les racines de F selon leur multiplicité. La factorisation séparable est au cœur
des traitements modernes de la factorisation en mathématiques constructives, telles que
développées par Richman est ses collaborateurs [96]. Ensuite nous pourrons supposer que
les polynômes à factoriser n’ont pas de racines multiples. Nous mentionnerons rapidement
les méthodes de factorisation dans Q[x] et Fpk[x], où Fpk représente le corps fini à pk

éléments. Puis nous verrons comment la factorisation dansK[x] implique celle dansK(α)[x],
pour un nombre algébrique α surK, puis celle dansK[x, y]. Enfin nous montrerons comment
réduire le cas général de la factorisation dans K[x1,
 , xn] au cas de deux variables.

La plupart des logiciels de calcul formel offrent des fonctions pour factoriser les entiers et
les polynômes. Néanmoins ce cadre général des polynômes à plusieurs variables sur un corps
K explicitement finiment engendré sur son sous-corps premier est rarement disponible en
toute généralité. Mentionnons que le logiciel Magma propose une implémentation efficace
couvrant le cas général [136]. Parmi les logiciels libres, de nombreux cas particuliers de facto-
risation sont disponibles dansNTL [135], Pari/gp [117], Sage [137], Singular [26], et plus
récemment dans Mathemagix [56]. Dans ce cours nous illustrerons plusieurs algorithmes
avec des exemples pour lesquels nous effectuerons les calculs avec l’interprète mmx-light
de Mathemagix. Le code source, écrit en C++, est regroupé dans la librairie appelée
factorix, mais utilise les opérations sur les matrices, polynômes et séries d’algebramix,
les corps finis de finitefieldz, et les opérations sur les réseaux de lattiz.
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1

Modèle de calcul et complexité

Dans l’introduction nous avons considéré le modèle de calcul des machines de Turing, et nous
pourrions continuer à l’utiliser pour décrire les algorithmes de ce cours et analyser leur coût.
Néanmoins, nous serions confrontés au problème qu’un grand nombre d’algorithmes récents
sur les polynômes et matrices ne sont pas décris dans ce modèle. D’autre part l’analyse de
complexité en fonction des opérations élémentaires sur une structure algébrique générique
serait délicate. Par conséquent, nous avons choisi le modèle plus faible mais plus pratique
des arbres de calcul que nous allons définir dans ce chapitre en suivant la présentation de [16,
Chapter 4].

Le choix d’un modèle de calcul pour présenter et analyser des algorithmes est une
question épineuse. Considérer un modèle trop proche des ordinateurs actuels, qui peu-
vent effectuer plusieurs tâches en parallèle, et qui ont une gestion de la mémoire par niveaux
de cache, est bien trop compliqué. À l’inverse, considérer un modèle très simple comme
les machines de Turing permet de bien formaliser la notion de programme et de com-
plexité, mais il est très éloigné des architectures matérielles actuelles. Les arbres de calcul
semblent aussi éloignés de la réalité, mais nous nous efforcerons de décrire les algorithmes
dans un langage facilement compréhensible tout en gardant en tête, d’un point de vue
théorique, qu’une telle description explicite la construction d’arbres de calcul pour les-
quels nous pouvons énoncer des résultats avec rigueur.

Pour sûr, le travail nécessaire pour passer d’un algorithme décrit en terme d’arbres de
calcul à une implémentation efficace est souvent important, surtout pour des opérations
qui semblent simples comme le produit de polynômes ou le produit de matrices. En effet,
ce travail consiste à concevoir de bonnes structures de données, à développer des stratégies
d’utilisation de la mémoire favorables à l’architecture utilisée, et enfin à s’assurer que le
code exécutable produit exploite correctement les ressources matérielles de calcul.

La lecture de ce chapitre n’est pas strictement nécessaire pour comprendre les algo-
rithmes présentés dans les chapitres suivants. Il permet de formaliser les résultats de
complexité et il contient aussi les rappels nécessaires sur le coût des opérations fonda-
mentales sur les polynômes et matrices que nous utiliserons.

1.1 Arbre binaire

Définition 1.1. Un arbre binaire est un graphe acyclique orienté dont tous les nœuds sauf
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un, appelé la racine, a un parent et au plus deux fils.

Exemple 1.2. n0

n0,0

n0,0,0

n0,1

n0,0,1 n1,0,1

Un arbre binaire induit un ordre partiel naturel ≺ sur l’ensemble de ses nœuds, pour lequel
la racine est le plus petit élément :

u≺ v ⇔ u est le grand-� -grand-parent de v.

Définition 1.3. Un chemin est une suite finie de nœuds v0, v1,
 , vl tels que vi est le parent
de vi+1 pour tout i∈ {0,
 , l− 1}.

Définition 1.4. Un segment initial de longueur n d’un arbre binaire est un ensemble
de nœuds I = {v1, 
 , vn} tel que v1 ≺ v2 ≺ � ≺ vn, et tel qu’il existe un nœud u qui est le
successeur de vn et le prédécesseur de tous les nœuds qui ne sont pas dans I ∪ {u}.

Exemple 1.5. I = {}, I = {n0}, I = {n0, n1} sont des segments initiaux de l’arbre suivant :

n0

n1

n2

n3 n4

n5

1.2 Syntaxe d’un arbre de calcul

Si K est un corps, nous définissons Kc
8 {K0 →K, ()� a P a ∈K} comme l’ensemble des

fonctions d’arité zéro, et notons Id la fonction identité sur K. L’ensemble des opérations
élémentaires Ω sur K est Ω8 Kc∪ {Id,+,−,×, /}. L’ensemble des prédicats P est quant
à lui défini par P 8 {=,�}.

Plus généralement nous serons amenés à considérer des structures algébriques A qui
ne seront pas des corps et nous adapterons naturellement ces définitions. Par exemple, si
A est un anneau, les opérations élémentaires seront Ac ∪ {Id, +, −, ×}. Éventuellement
rien n’empêche, si A est intègre d’y adjoindre la division exacte. Si A est ordonné, alors
l’ensemble des prédicats pourra aussi contenir les tests {<, 6, >, >}. Il conviendra, pour
chaque énoncé, si le contexte n’est pas clair, de préciser les opérations élémentaires et
prédicats utilisés.

Soit T un arbre binaire et I l’un de ses segments initiaux de longueur n. Les éléments
de I sont appelés les nœuds d’entrée. L’ensemble des nœuds hors de I est partitionné selon
leur degré sortant d :

− les nœuds de sortie O, qui correspondent à d=0,
− les nœuds de calcul C, qui correspondent à d=1,
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− les nœuds de branchement B, qui correspondent à d=2.

Définition 1.6. Un arbre de calcul sur une structure A munie des opérations élémentaires
Ω, des prédicats P, et avec une entrée de taille n, est un arbre binaire muni :

1. d’une fonction d’instruction qui assigne :
− à chaque nœud de calcul v une instruction de calcul de la forme (ω; u1, 
 , um), où

ω ∈Ω est d’arité m, et u1,
 , um∈I ∪C sont des prédécesseurs de v,
− à chaque nœud de branchement v une instruction de test de la forme (ρ; u1, u2), où

ρ∈P et u1, u2∈I ∪C sont des prédécesseurs de of v,
− à chaque nœud de sortie v une instruction de sortie de la forme (u1,
 , um), où m∈N

et u1,
 , um∈I ∪C sont des prédécesseurs de v.
2. d’une partition σ de l’ensemble des nœuds de sortie telle que la longueur des nœuds de

sortie est constante sur chaque partie de σ.

Exemple 1.7. Pour le calcul du noyau d’une matrice de la forme
(

a c
b d

)
sur un corps K,

nous pouvons par exemple considérer l’arbre de calcul suivant avec {a, b, c, d} pour segment
initial :

{(
c
−a

)}

{(
d
−b

)}

{(
1
0

)}

{(
1
0

)}

{(
1
0

)
,
(

0
1

)}

abcd01

e8 b ca=0
�

f 8 e/a f = d {}�

=

b=0

=

c=0 {}�

�

=

c=0

=
�

d=0
=

�

=

1.3 Sémantique d’un arbre de calcul

Soit e ∈An une valeur d’entrée de l’arbre de calcul T de segment initial I de longueur n.
Nous construisons le chemin Te dans T ainsi que les fonctions suivantes, en commençant
par la racine de T :

− α : I ∪ {nœuds de calcul de Te}→A,
− β : {nœuds de branchement de Te}→{faux, vrai}.
Nous commençons par définir Te 8 I = (v1, 
 , vn) et α: I → A, α(vi) 8 ei pour tout
i∈{1,
 , n}. Par récurrence, supposons le chemin construit jusqu’à un certain nœud w. Si
w n’est pas un nœud de sortie alors le chemin se prolonge de la façon suivante :

− si w est un nœud de branchement, alors son successeur est son fils gauche ou droit selon
la valeur β(w) ;
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− si w est un nœud de calcul, ou si w= vn, alors son successeur v est défini comme étant
son fils.

Maintenant le successeur v connu, le chemin est prolongé avec v et les fonctions α et β sont
prolongées de la façon suivante :

− si v est un nœud de branchement de la forme (ρ;u1, u2), alors β(v): =ρ(α(u1), α(u2)),
− si v est un nœud de calcul de la forme (ω; u1, 
 , um), alors si ω(α(u1), 
 , α(um)) est

défini nous posons α(v)8 ω(α(u1),
 , α(um)), sinon le chemin s’arrête à w.

Si Te s’arrête sur un nœud de sortie, alors T est dit exécutable sur e. Si (u1,
 , um) est un
nœud de sortie de v, alors (α(u1),
 , α(um)) est appelée la valeur de sortie de T sur l’entrée
e. La partie de σ qui contient v est appelée la classe de sortie de e.

Exemple 1.8. Avec l’arbre de calcul de l’exemple 1.7, avec A8 Q et l’entrée e8
(

a c
b d

)
8(

1 2
2 4

)
, le chemin Te et les valeurs des fonctions α et β sont :

Te a b c d 0 1 a=0 e8 b c f 8 e/a f = d

α 1 2 2 4 0 1 4 4
β faux vrai

La valeur de sortie est
{(

2
−1

)}
.

Si J est un sous-ensemble de An, nous dirons que T est exécutable sur J si, et seulement
si, T est exécutable sur chaque élément de J . La partition σ = (σi)i∈{1,
 ,t} des nœuds de
sortie induit la partition π8 {J1,
 , Jt} de J définie par :

Ji8 {e∈J P la classe de sortie de e est σi}.
Pour chaque i, nous définissons la fonction ϕi:Ji→Ami qui retourne la valeur de sortie pour
chaque e∈Ji. L’unique extension, notée ϕ, des ϕi définit une fonction sur J qui est appelée
la fonction d’évaluation de T sur J .

Définition 1.9. Une collection pour un sous-ensemble J de An est la donnée d’une partition
π= {J1,
 , Jt} de J et d’une famille de fonctions ϕi:Ji→Ami pour chaque i∈{1,
 , t}. On
représente une telle collection par le couple (ϕ, π) où ϕ est l’unique fonction qui prolonge
les ϕi sur J.

Un arbre de calcul définit donc une collection naturelle induite par sa fonction d’évaluation.

1.4 Fonctions de coût

Continuons de considérer une structure algébrique munie des opérations élémentaires Ω et
des prédicats P . Une fonction c: Ω∪P →N est appelée une fonction de coût . Par exemple
nous prendrons dans la suite c constante de valeur 1 : il s’agit de la fonction de coût total .

Soit T un arbre de calcul. Le coût d’un nœud de sortie v est obtenu en additionnant les
coûts des instructions rencontrées sur le chemin partant de la racine et arrivant jusqu’à v.
De la sorte, nous construisons une fonction de coût sur l’ensemble des nœuds de sortie de
T . Si T est exécutable sur J , la fonction t:J→N, où t(e) est le coût du nœud de sortie sur
lequel se termine le chemin Te, est appelée la fonction de coût sur J .
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Définition 1.10. Soit (ϕ, π) une collection associée à J, soit c une fonction de coût, et
soit τ : J →N. On dit que (ϕ, π) est calculable avec un coût τ lorsqu’il existe un arbre de
calcul T qui calcule (ϕ, π) avec un coût borné par τ sur J.

La complexité dans le pire cas, notée Cc(ϕ, π), pour une collection (ϕ, π) est définie
comme le plus petit entier naturel r tel que (ϕ,π) est calculable avec le coût τ :J→N, a� r.

Nous dirons qu’un arbre calcule une collection (ϕ,π) en temps τ :J→N si, et seulement
si, il a un coût au plus τ sur J . Finalement, dans ce formalisme, un algorithme est simple-
ment une description en langage naturel de la façon dont on peut construire une famille
d’arbres de calcul pour résoudre un problème donné. Lorsque nous parlerons du coût d’un
algorithme, il s’agira du coût des arbres de calcul qu’il décrit.

Dès lors que les fonctions de coût deviennent compliquées, il est d’usage de simplifier les
expressions en utilisant les notations suivantes :

Définition 1.11. Si f et g sont deux fonctions de N dans R+ définies au voisinage de
l’infini, l’écriture f(n) ∈ O(g(n)) signifie qu’il existe deux constantes N et C telles que
f(n) 6 C g(n) pout tout n > N. De plus, nous écrirons f(n) ∈ Õ(g(n)) lorsque f(n) ∈
g(n) log2 (3+ g(n))O(1).

Exemple 1.12. Si α> 0, on a n logαn log logn∈ Õ(n).

Si f(n)∈ Õ(n), alors f est dite au plus quasi-linéaire ; si f(n)∈ Õ(n2), alors f est dite au
plus quasi-quadratique, etc.

1.5 Opérations élémentaires sur les polynômes

Dans les paragraphes suivants nous illustrons les concepts précédents avec les opérations
élémentaires sur les polynômes et matrices. Si A est un anneau, la représentation dense
des polynômes de A[x] consiste à stocker un polynôme de degré d comme le vecteur de ses
d+1 coefficients du degré 0 au degré d. Si f =

∑
i=0
d fi x

i est un polynôme de degré d, par
convention, nous conviendrons que fi=0 si i < 0 ou i > d.

Proposition 1.13. Il existe une constante σ telle que, pour tout anneau A, il existe une
famille d’arbres de calcul (Sd)d∈N sur A telle que pour deux polynômes f et g de A[x] de
degré au plus d> 0, l’arbre Sd évalué sur les entrées f et g calcule la somme f + g, avec une
fonction de coût associée d� c(Td) bornée par σ d.

Démonstration. Nous pouvons prendre l’arbre de calcul suivant pour Sd :

f0 f1 ... fd g0 g1 ... gd 0

h08 f0+ g0 h18 f1+ g1 ... hd8 fd+ gd

hd=0h0=0

(h0,
 , hd)

�

hd−1=0

(h0,
 , hd−1)

...

�

(h0)

()

�

= = = =

�
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Plutôt que de décrire explicitement un arbre de calcul effectuant la somme de deux
polynômes, nous préférons la description plus concise et flexible suivante :

Algorithme 1.1

Entrée : f =
∑

i=0
m fix

i et g=
∑

i=0
n gi x

i.
Sortie : h8 f + g.

1. Pour i de 0 à max (m,n) calculer hi8 fi+ gi.

2. Retourner h=
∑

i=0
max(m,n) hix

i.

Aussi, afin d’être plus concis que dans la proposition précédente, nous dirons simplement que
l’algorithme 1.1 nécessite au plus O(max (m,n)) opérations d’anneaux. Ce qui sous-entend
que la constante cachée dans le O ne dépend pas de l’anneau en question. Remarquons sur
cet exemple que le coût de l’algorithme dans le modèle des arbres de calcul ne prend pas en
compte les opérations arithmétiques sur le compteur de boucle i, mais seulement le nombre
d’opérations effectuées dans l’anneau A.

Proposition 1.14. Il existe une constante µ telle que, pour tout anneau A, il existe une
famille d’arbres de calcul (Md)d telle que pour deux polynômes f et g de A[x] de degré au
plus d, l’arbre Md évalué sur les entrées f et g calcule le produit f g, avec une fonction de
coût associée d� c(Md) bornée par µ d2.

Démonstration. Une telle famille d’arbres de calcul peut être construite à partie de
l’algorithme naïf de multiplication des polynômes tel que décrit dans l’algorithme 1.2 ci-
dessous. �

Algorithme 1.2

Entrée : f =
∑

i=0
m fixi et g=

∑
i=0
n gi xi.

Sortie : h8 f g.

1. Si f =0 ou g=0 alors retourner h8 0.
2. Pour i de 0 à m+n initialiser hi8 0.
3. Pour i de 0 à m, pour j de 0 à n, calculer hi+j8 hi+j+ fi gj.

D’une façon concise nous dirons que le produit de deux polynômes de degré d coûte au
plus O(d2) opérations dans l’anneau de base. Rappelons qu’il existe des algorithmes désor-
mais classiques plus rapides, tels que l’algorithme de Karatsuba, conduisant à un coût en
O(dlog23), ou bien des méthodes utilisant la transformée de Fourier rapide, conduisant à une
borne de complexité quasi-linéaire O(d log d log log d). Nous n’entrerons pas dans les détails
ici, mais renvoyons le lecteur à des ouvrages généralistes tels que le livre [44] ou bien les
notes du cours de Bostan, donné à l’occasion des « Journées Nationales de Calcul Formel »
en 2010 [14].

Dans la suite de ce cours nous analyserons fréquemment le coût des algorithmes de
factorisation en fonction du coût du produit des polynômes à une variable. Afin d’énoncer
les résultats d’une façon flexible, nous utiliserons une fonction de coût M:N→N bornant le
coût de l’algorithme choisi pour calculer le produit de deux polynômes à coefficients dans un
anneau commutatif unitaire. Pour des raisons techniques, nous supposerons que M satisfait
les propriétés suivantes :

− M(d)/d est croissante,
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− M(md)6m2M(d) pour tout m> 1.

Notons que ces conditions sont bien satisfaites pour les bornes des fonctions de coût usuelles.
Les algorithmes de factorisation nécessitent de nombreuses opérations élémentaires sur les
polynômes, que nous rappelons dans les propositions suivantes, et pour lesquelles nous
fournissons des références dans le livre [44], plutôt que les références historiques.

Proposition 1.15. [ 44, Chapter 11, Corollary 11.6] Le p.g.c.d. étendu de deux polynômes
de degré au plus d sur un corps K peut se calculer avec O(M(d) log d) opérations dans K.

Corollaire 1.16. [ 44, Chapter 11, Corollary 11.8] Le coût d’une opération de corps dans
K[x]/(q(x)), où q est un polynôme irréductible de degré d est borné par O(M(d) log d).

Proposition 1.17. [ 44, Chapter 11, Corollary 11.15] Le résultant de deux polynômes de
degré au plus d sur un corps K peut se calculer avec O(M(d) log d) opérations dans K.

Proposition 1.18. [ 44, Chapter 10, Corollary 10.8] L’évaluation et l’interpolation d’un
polynôme de degré au plus d sur un corps K en d points peut se faire en O(M(d) log d)
opérations dans K.

L’opération suivante est souvent appelée calcul de réductions simultanées :

Proposition 1.19. [ 44, Chapter 10, Corollary 10.17] Si g1,
 , gr sont des polynômes non
constants à coefficients dans un corps K et dont la somme des degrés est au plus d, alors le
calcul de f mod g1,
 , f mod gr peut se faire en O(M(d) log d) si f est de degré au plus d.

L’opération inverse est souvent appelée le problème des restes chinois :

Proposition 1.20. [ 44, Chapter 10, Corollary 10.23] Si g1,
 , gr sont des polynômes non
constants à coefficients dans un corps K premiers entre eux deux à deux, et dont la somme
des degrés est d, et si h1,
 , hr sont des polynômes tels que deg (hi)6deg (gi)− 1 pour tout
i∈ {1,
 , r}, alors le calcul du polynôme f de degré au plus d− 1 tel que f mod g1= h1,
 ,
f mod gr= hr peut se faire en O(M(d) log d).

1.6 Opérations élémentaires sur les entiers

Nous supposons tout au long de ce cours que les entiers sont représentés en base 2. La taille
d’un entier est définie comme étant le nombre de bits utilisés dans cette représentation. En
terme d’arbres de calcul, la structure algébrique sous-jacente est celle de Z/2Z.

Deux entiers de taille n peuvent être multipliés en temps O(n2) par la méthode naïve.
Tout comme pour les polynômes nous serons amenés à analyser le coût de certains algo-
rithmes en fonction du coût des opérations élémentaires sur les entiers. Nous introduisons
par conséquent la fonction I(n) pour borner le coût de l’algorithme choisi pour multiplier
deux entiers de taille n. Les meilleurs algorithmes connus à ce jour permettent de prendre
I(n)=O(n logn 2log

∗n) [32, 33], où log∗ représente la fonction logarithme itéré – précisément
log∗ n est zéro si n 6 1, et 1 + log∗ (log n) si n > 1. Pour des raisons techniques, nous
supposerons que I satisfait les propriétés suivantes :

− I(n)/n est croissante,
− I(mn)6m2 I(n) pour tout m> 1.
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Tout comme pour les polynômes nous rappelons les résultats suivants qui nous serons néces-
saires dans la suite :

Proposition 1.21. [ 128] Le p.g.c.d de deux entiers de taille au plus n peut se calculer en
temps O(I(n) logn).

Corollaire 1.22. Le coût d’une opération dans le corps fini Fp est dans
O(I(log p) log log p)⊆ Õ(log p).

1.7 Opérations élémentaires sur les matrices

Nous supposons dans ce cours qu’une matrice M de taille l× c est représentée par le vecteur
de ses l c coefficients. Nous parlerons ainsi d’une représentation dense. La quantité ω
représentera un nombre réel dans l’intervalle ]2,3] tel que le coût de l’algorithme choisi pour
multiplier deux matrices de taille n×n sur un anneau commutatif coûte O(nω) opérations
d’anneau (c’est à dire +, −, ×). Il est classique que le coût de nombreuses opérations sur
les matrices s’expriment simplement en fonction du coût d’un produit.

Proposition 1.23. [ 16, Chapter 16, Theorem 16.7] Le déterminant d’une matrice de taille
n×n sur un corps K peut être calculé avec O(nω) opérations dans K.

Proposition 1.24. [ 16, Chapter 16, Theorem 16.6] L’inverse d’une matrice inversible de
taille n×n peut être calculé avec O(nω) opérations dans K.

Définition 1.25. Une matrice est dite échelonnée en colonnes si toutes ses colonnes non
nulles sont toutes à gauche de ses colonnes nulles, et si le premier coefficient non nul d’une
colonne non nulle, appelé le pivot de la colonne, est toujours strictement plus bas que le
pivot de la colonne à sa gauche.

Exemple 1.26.




1 0 0 0
2 2 0 0
3 5 0 0
4 2 3 0
8 5 2 0



est échelonnée en colonnes.

Définition 1.27. Une matrice est dite échelonnée réduite en colonnes si elle est échelonnée
en colonnes, si les pivots valent 1 et si tous les autres coefficients dans la ligne d’un pivot
sont nuls.

Exemple 1.28.




1 0 0 0
0 1 0 0
−2 5/2 0 0
0 0 1 0

−11/3 11/6 2/3 0



est échelonnée réduite en colonnes.

Proposition 1.29. [ 139, cas particulier de la proposition 2.11] Le calcul de la forme éche-
lonnée réduite en colonne d’une matrice de taille m×n sur K de rang r coûte O(mn rω−2)
opérations dans K.

Une base d’un sous-espace vectoriel de Kn est dite échelonnée réduite si la matrice formée
par les vecteurs de la base mis en colonne est échelonnée réduite.

Corollaire 1.30. Si m>n, le calcul d’une base échelonnée réduite du noyau d’une matrice
de taille m×n sur un corps K coûte au plus O(mnω−1) opérations dans K.
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2

Factorisation séparable

Dans ce chapitre A représente un anneau factoriel, L son corps des fractions, p sa caracté-
ristique et F un polynôme de A[x] de degré d>1. Nous nous intéressons à décomposer F
en facteurs dont les racines ont toutes la même multiplicité, en suivant les méthodes de [87].

La décomposition sans carré de F , notée sqr(F ) est l’ensemble des paires (G, m) où
G est le facteur sans carré de F de multiplicité m > 1, c’est-à-dire le produit de tous les
facteurs irréductibles de F de multiplicité m. La décomposition irréductible, notée irr(F ),
est l’ensemble des paires (G,m), où G est un facteur irréductible de F de multiplicité m.

2.1 Séparabilité

Définition 2.1. F ∈A[x] est dit séparable s’il n’a aucune racine multiple dans une clôture
algébrique L̄ de L.

Un polynôme F qui n’est pas constant est séparable si, et seulement si, son discriminant
est non nul. Dans le suite nous noterons res(F , G) le résultant des polynômes F et G,
et disc(F ) = res(F , F ′) le discriminant de F . Notons B8 {1, p, p2, p3, 
 } l’ensemble des
puissances de p si p> 0, et B8 {1} si p=0.

Définition 2.2. Le degré d’inséparabilité de F, noté degi (F ), est le plus grand élément q
de B tel que F ∈A[xq] \A[xpq].

Proposition 2.3. Soient F et G deux polynômes primitifs de A[x] \A.

a) Le degré d’inséparabilité de F est la plus grande puissance de p qui divise la multiplicité
de chaque racine de F.

b) degi (FG)>min (degi (F ), degi (G)), l’inégalité devient une égalité dès lors que F et G
sont premiers entre eux.

Démonstration. Si q ∈ B divise la multiplicité de chaque racine de F , alors F appartient
bien à A[xq]. Réciproquement, si F peut s’écrire G(xq) avec q ∈ B, alors la multiplicité
d’une racine de F est bien un multiple de q. La partie (b) est une conséquence directe de
la partie (a). �

Définition 2.4. Le degré de séparabilité de F ∈A[x], noté degs (F ), est défini comme suit :

degs (F )8
∑

(G,m)∈irr(F )

deg (G)/degi (G)=
∑

(G,m)∈irr(F )

degs (G).
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Proposition 2.5. Soient F et G des polynômes primitifs de A[x] \A.

a) degs (F ) est égal au nombre de racines de F dans L̄ sans compter les multiplicités.
b) F est séparable si, et seulement si, degs (F )=deg (F ).
c) Pour tout q ∈B, degs (F (xq))= degs (F ).
d) degs (FG)6 degs (F ) + degs (G), avec égalité si, et seulement si, F et G sont premiers

entre eux.

Démonstration. Ces propriétés découlent presque immédiatement des définitions et nous
laissons au lecteur le soin de les vérifier. �

2.2 Déflation

Définition 2.6. Si F ∈A[x]\A, le polynôme déflaté de F est l’unique polynôme F̃ défini par

F̃ (xdeg
i(F ))8 F (x).

Les multiplicités des racines de F̃ sont celles de F divisées degi (F ), d’où la terminologie
« déflation ». Puisque F̃ appartient à A[x] \A[xp], la fonction suivante Φ est bien définie :

Φ:A[x] \A→(A[x] \A[xp])×B
F� (F̃ , degi (F )).

Notons Q l’ensemble des puissances q-ièmes des polynômes irréductibles de A[x] \A pour
q ∈B, et S l’ensemble des polynômes séparables irréductibles de A[x] \A.

Proposition 2.7. Φ est une bijection qui envoie Q surjectivement sur S ×B.
Démonstration. Le fait que Φ est une bijection découle clairement des définitions. Si F ∈
A[x] est irréductible, alors F̃ est nécessairement irréductible et donc séparable car F̃ � A[xp].
Puisque le polynôme déflaté de F q coincide avec celui de F̃

q
pour tout q ∈B, le lemme 2.8

ci-dessous implique que Φ(Q) appartient bien à S ×B.
Réciproquement, si (G, q)∈S ×B. Nous devons montrer que F (x)8 G(xq) appartient à

Q, et que degi (F )= q. Cette dernière égalité est claire puisque G est séparable. Soit h6 q

le plus grand élément de B tel que G(xh) est une puissance h-ième, et soit G̃ la racine h-
ième correspondante, de sorte que G̃h(x) =G(xh). Par le lemme 2.8 ci-dessous, G̃ et donc
G̃(xq/h) sont irréductibles et séparables, ce qui prouve que F (x)= G̃(xq/h)h∈Q. �
Lemme 2.8. Soient F et G deux polynômes de A[x] \A tels que G(xp)=F (x)p.

a) G est primitif si, et seulement si, F est primitif.
b) G est séparable si, et seulement si, F est séparable.
c) Si G est irréductible alors F est irréductible. La réciproque est vraie si F ou G est sépa-

rable.

Démonstration. La preuve de la partie (a) est immédiate. Les multiplicité deG(xp) (resp. de
F (x)p) sont toutes p si, et seulement si, G (resp. F ) est séparable. La partie (b) est donc une
conséquence de la proposition 2.5. Concernant la partie (c), si G est irréductible, alors pour
n’importe quel facteur irréductible A de F , le polynôme Ap divise F p, et donc B divise G,
si nous définissons B par B(xp)=A(x)p. Par conséquent B et donc A sont des unités de A.
Réciproquement, supposons F irréductible, et soit A un facteur irréductible de G. Puisque
A(xp) divise F (x)p, le polynôme A(xp) peut s’écrire F (x)α pour un certain α∈{0,
 , p−1}.
En dérivant, nous obtenons αF ′Fα−1=0, d’où α=0 dès que F est séparable. �
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2.3 Décomposition séparable

Définition 2.9. La décomposition séparable d’un polynôme primitif F ∈A[x] \A, notée
sep(F ), est l’ensemble des triplets (G1, q1, m1), 
 , (Gs, qs, ms) de A[x]×B ×N∗ vérifiant
les propriétés suivantes :

(S1) F (x)=
∏

i=1
s Gi

mi(xqi),
(S2) les Gi(x

qi) sont premiers entre eux deux à deux,
(S3) les mi ne sont pas divisibles par p,
(S4) les Gi sont primitifs et separables de degré au moins 1,
(S5) les couples (qi,mi) sont deux à deux distincts.

Notons que dans le cas où p=0 la factorisation séparable n’est rien d’autre que la factori-
sation sans carré.

Théorème 2.10. Tout polynôme primitif F de A[x] admet une unique décomposition sépa-
rable (à permutation et unités près dans A).

Démonstration. Soient (F1, e1), 
 , (Fr, er) la décomposition irréductible de F dans A[x].
Pour chaque i∈{1,
 , s}, soit ai la plus grande puissance de p qui divise ei, et soitmi8 ei/ai.
En définissant (Gi, qi)8 Φ(Fi

ai), nous obtenons des triplets

(G1, q1,m1),
 , (Gs, qs,ms)

qui satisfont (S1), (S2) et (S3). La propriété (S4) est aussi satisfaite par la proposition 2.7.
Pour obtenir (S5) il suffit de regrouper les triplets qui partagent les mêmes deuxièmes et
troisièmes coordonnées de la façon suivante : si (A1, q,m),
 , (At, q,m) sont de tels triplets
alors nous les fusionnons en le triplet (A1 � Ar, q, m). Les propriétés de (S1) à (S4) sont
préservées, ce qui prouve l’existence de la décomposition séparable.

Supposons maintenant que nous disposons de triplets (G1, q1, m1), 
 , (Gs, qs, ms) qui
satisfont les propriétés de (S1) à (S5). Pour chaque i ∈ {1, 
 , s}, n’importe quelle racine
de Gi(x

qi) dans L̄ admet qi comme multiplicité, et donc qimi comme multiplicité dans F .
La propriété (S5) implique alors que les racines de Gi(x

qi) sont exactement celles de F de
multiplicité qimi, ce qui conduit à l’unicité de la décomposition séparable. �

Corollaire 2.11. Si A est contenu dans un anneau factoriel B, alors la décomposition
séparable de F ∈A[x] dans A coïncide avec celle dans B[x].

Exemple 2.12. Lorsque A8 F3 et F 8 x2 (x+1)3 (x+2)4=x9+2 x8+2 x3+x2, nous avons
sep(F )= {(x, 1, 2), (x+1, 3, 1), (x+2, 1, 4)}.

Exemple 2.13. Lorsque A 8 F3[t] et F 8 (x + 2 t)7 (x3 + 2 t)3 (x6 + t), nous avons
sep(F )= {(x+2 t, 1, 7), (x+2 t3, 9, 1), (x2+ t, 3, 1)}.

Exemple 2.14. La factorisation séparable est implémentée en C++ dans la librairie fac-
torix de Mathemagix. L’affichage par défaut d’un triplet (G, q, m) est G(xq)m. Les
composantes du triplet son accessibles via les fonctions factor, ideg et mul.

Mmx] use "factorix";

x == polynomial (0, 1);

Mmx] F == (x^9 + x^3 + 1)^2 * (x^4 - 1)
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x22− x18+2x16+2x13− 2x12+x10− 2x9+2x7− x6+x4− 2x3− 1

Mmx] separable_factorization F

(x4− 1) (x9+x3+1)2

Mmx] S == separable_factorization (F mod modulus 3)

(x3+ x2+x+1) ((x3)2+x3+2)2 (x+2)7

Mmx] [ [factor g, ideg g, mul g] | g in S ]

[[x3+x2+x+1, 1, 1], [x2+ x+2, 3, 2], [x+2, 1, 7]]

La preuve du théorème 2.10 utilise l’existence de la décomposition irréductible. Pour
une autre preuve constructive le lecteur pourra consulter celle du livre [96, Chapter VI,
Theorem 6.3].

2.4 Algorithme naïf

Nous commençons par présenter un algorithme simple pour calculer la décomposition sépa-
rable. Le cœur de celui-ci repose sur le calcul suivant, similaire à celui utilisé pour la
factorisation sans carrée dans le cas de la caractéristique zéro :

Algorithme 2.1

Entrée : un polynôme primitif F ∈A[x] de degré d> 1.
Sortie : la liste L des facteurs séparables de F de la forme (G, 1, m), et un polynôme

C qui est le produit des autres facteurs séparables de F .

1. Initialiser L avec la liste vide et i à l’entier 1.
2. Calculer C8 gcd (F , F ′) et G8 F/C.
3. Tant que deg (G)> 1 faire :

a) calculer P 8 gcd (C,G) et C8 G/P ,
b) si deg (G)>deg (P ) alors adjoindre (G/P , 1, i) à L,
c) G8 P , et i8 i+1.

4. Retourner L et C.

Proposition 2.15. L’algorithme 2.1 est correct. Si A est un corps, alors son coût est borné
par O(dM(d) log d).

Démonstration. Notons F0 le facteur de F composé des racines de multiplicité qui ne sont
pas multiples de p et notons F18 F/F0. Notons (G1,1,m1),
 , (Gs,1,ms) la décomposition
séparable de F0.

Comme

F ′(x)=F1(x)
∑

i=1

s

miGi
′(x)Gi

mi−1(x)
F0(x)
Gi

mi(x)
,

alors, à l’étape 2, nous avons C=F1
∏

i=1
s Gi

mi−1, et G=
∏

i=1
s Gi. Dans la première étape

de la boucle nous obtenons P =
∏

i=1,mi>2
s Gi, C=F1

∏
i=1,mi>2
s Gi

mi−2, et G/P correspond
au Gi pour lequel mi=1. À la deuxième étape de la boucle nous avons P =

∏
i=1,mi>3
s Gi,

C=F1
∏

i=1,mi>3
s Gi

mi−3, et G/P correspond au Gi pour lequel mi=2. Par récurrence nous
déduisons que l’algorithme est correct.
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Le nombre d’étapes de l’algorithme est borné par d, le coût de chaque étape est dominé
par celui du p.g.c.d. qui est en O(M(d) log d) comme rappelé dans la proposition 1.15. �

Finalement la décomposition séparable s’obtient par appels successifs de l’algorithme
précédent. L’algorithme suivant a été proposé par Gianni et Trager [46], et est dérivé de
l’algorithme attribué à Musser dans le cas de la caractéristique nulle [99].

Algorithme 2.2

Entrée : un polynôme primitif F ∈A[x] de degré d> 1.
Sortie : la décomposition séparable de F .

1. Appeler l’algorithme 2.1 pour obtenir l’ensemble L = {(G1, 1, m1), 
 , (Gr, 1, mr)}
des facteurs séparables de F contenant toutes les racines de F de multiplicité non
divisible par p, et le facteur C restant de F .

2. Calculer C̃ défini par C̃ (xp)=C(x).
3. Appeler récursivement le présent algorithme pour obtenir la décomposition séparable

L̃=
{
(Gr+1, qr+1,mr+1),
 ,

(
Gs, qs,ms

)}
de C̃ .

4. Retourner
{
(G1, 1,m1),
 , (Gr, 1,mr), (Gr+1, p qr+1,mr+1),
 ,

(
Gs, p qs,ms

)}
.

Proposition 2.16. L’algorithme 2.2 est correct. Si A est un corps, alors son coût est borné
par O(dM(d) log d).

Démonstration. Par construction, les racines de C ont une multiplicité divisible par p donc
C̃ est bien défini à l’étape 2. Comme L̃ est la décomposition séparable de C~, alors

{
(Gr+1,

p qr+1, mr+1),
 ,
(
Gs, p qs, ms

)}
est la décomposition séparable de C(x). Comme le degré

de C̃ est borné par d/p. Le coût total est borné par

O


∑

i>1

d

pi
M

(
d

pi

)
log

d

pi


⊆O(dM(d) log d). �

2.5 Algorithme rapide

L’algorithme rapide de factorisation séparable repose sur une récurrence différente de l’algo-
rithme précédent.

Lemme 2.17. Supposons p > 0, et soit F un polynôme primitif de A[x]. Il existe des
polynômes primitifs S0 et S1 de A[x], uniques à des unités près de A, avec les propriétés
suivantes :

− les facteurs irréductibles de S0 sont séparables de multiplicité au plus p− 1,
− F (x)=S0(x)S1(x

p).

Démonstration. Notons irr(F ) l’ensemble des couples (G,m) représentant les facteurs irré-
ductibles G de F de multiplicité m. Le polynôme S0 est défini par sa décomposition en
irréductibles :

irr(S0)8 {(G,mmod p)P (G,m)∈ irr(F ), G est séparable et mmod p� 0}.
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Un facteur irréductible G de F/S0 est soit inséparable soit de multiplicitém dans F divisible
par p. Par conséquent F/S0∈A[xp] et nous définissons S1(x

p)8 F (x)/S0(x). �

Exemple 2.18. Avec l’exemple 2.12 nous avons S0= (x+2)x2 et S1=(x+1) (x+2).

Exemple 2.19. Avec l’exemple 2.13 nous avons S0= x+ 2 t et S1= (x2+ t) (x+ 2 t3)2 (x+
2 t)3.

Pour calculer la décomposition séparable de F nous commençons par celle de S0.

Algorithme 2.3

Entrée : un polynôme primitif F ∈A[x] de degré d> 1.
Sortie : sqr(S0) et S1.

1. Poser l8 1 et initialiser L avec la liste vide.
2. Calculer U 8 gcd (F ,F ′), V 8 F/U , et W 8 F ′/U .
3. Tant que deg (V )> 1 faire :

a) Calculer H8 gcd (V ,W − V ′), W =(W − V ′)/H, et V 8 V /H .
b) Si deg (H)> 1 alors adjoindre (H, l) à L.
c) Incrémenter l de 1.

4. Calculer S08
∏

(H,l)∈L
H l.

5. Calculer F/S0 et S1 défini par S1(xp)= (F/S0)(x).
6. Retourner L et S1.

Lemme 2.20. L’algorithme 2.3 est correct. Si A est un corps, alors son coût est borné par
O(M(d) log d).

Démonstration. Notons Vl et Wl les valeurs respectives de V et W au départ de l’étape l de
la boucle « tant que », et notons Hl la valeur de H calculée durant l’étape l. Notons n la
valeur de l à la sortie de la boucle. Définissons aussi Vn et Wn comme les valeurs respectives
de V et W à la sortie de la boucle. Nous allons prouver la propriété suivante par récurrence
sur l de 1 à n :

Vl=
∏

(G,m)∈sqr(S0)
m>l

G, Wl=
∑

(G,m)∈sqr(S0)
m>l

(m− l+1)
Vl

G
G′.

À l’étape 2 nous avons :

U = gcd (S0, S0
′)S1(x

p), V =
S0

gcd (S0, S0
′)
, W =

S0
′

gcd (S0, S0
′)
.

Si E0 représente la partie sans carré de S0, alors nous obtenons :

gcd (S0, S0
′)=gcd

( ∏

(G,m)∈sqr(S0)

Gm,
∑

(G,m)∈sqr(S0)

m
S0

G
G′
)

=gcd

(
E0,

∑

(G,m)∈sqr(S0)

m
E0

G
G′
) ∏

(G,m)∈sqr(S0)

Gm−1

=
∏

(G,m)∈sqr(S0)

Gm−1.
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Cette dernière égalité utilise le lemme 2.21 ci-dessous. Par conséquent l’hypothèse de récur-
rence est satisfaite pour l = 1. Supposons l’hypothèse de récurrence satisfaite pour une
certaine valeur de l dans {1,
 ,n−1}. En utilisant à nouveau le lemme 2.21 nous déduisons :

Hl=gcd (Vl,Wl−Vl
′)= gcd




∏

(G,m)∈sqr(S0)
m>l

G,
∑

(G,m)∈sqr(S0)
m>l

(m− l)
Vl

G
G′




=
∏

(G,m)∈sqr(S0)
m=l

G,

ce qui conduit aux formules attendues pour Vl+1 et Wl+1. Puisque n est le premier entier tel
que deg (Vn) = 0, nous obtenons que n− 1 est la plus grande des multiplicités des facteurs
de S0. Finalement L contient tous les facteurs sans carré de S0 à la fin de la boucle.

L’étape 2 utilise O(M(d) log d) opérations dans L. L’étape l de la boucle coûte au plus
O(M(deg (Vl)) log (deg (Vl))) puisque deg (Wl)6 deg (Vl)− 1. Par la super-additivité de M,
l’étape 3 totalise au plus O

(
M
(∑

l>1
n−1 deg (Vl)

)
log d

)
operations dans L, ce qui conduit

à la borne de complexité attendue puisque
∏

l=1
n−1 Vl = S0. À la fin, O(M(d)) opérations

supplémentaires suffisent pour déduire S1. �

Lemme 2.21. Soient G1, 
 , Gs des polynômes primitifs séparables de A[x] \ A, soit
G8 G1 � Gs, et soit (c1, 
 , cs) ∈As. Si G1, 
 , Gs sont premiers entre eux deux à deux,
alors nous avons l’égalité suivante :

gcd

(
G,
∑

i=1

s

ci
G

Gi
Gi

′
)
=
∏

ci=0

Gi.

Démonstration. La preuve découle du calcul suivant :

gcd

(
G,
∑

i=1

s

ci
G
Gi

Gi
′
)
=
∏

j=1

s

gcd

(
Gj ,

∑

i=1

s

ci
G
Gi

Gi
′
)
=
∏

j=1

s

gcd

(
Gj , cj

G
Gj

Gj
′
)
.

Ce dernier p.g.c.d. est égal à Gj si cj=0 et 1 si cj � 0 puisque Gj
′ est premier avec Gj. �

Pour obtenir la factorisation séparable de F , nous commençons par calculer sqr(S0) et S1

par l’algorithme précédent. Ensuite nous calculons récursivement sep(S1), pour finalement
fusionner ces décompositions et obtenir sep(F ). Expliquons maintenant comment cette
fusion peut être réalisée rapidement. Si

sqr(S0)={(G1,m1),
 , (Gr,mr)},
seq(S1)={(H1, q1, n1),
 , (Hs, qs, ns)},

alors nous commençons par calculer tous les Ui,j 8 gcd (Gi, Hj(x
pqj)) pour i ∈ {1, 
 , r}

et j ∈ {1,
 , s}. Nous verrons que (Ui,j , 1, mi+ p qj nj) est un élément de sep(F ) dès que
deg (Ui,j)> 1. Nous aurons aussi besoin de la notation suivante

A pmodB8 lc(B)max (0,deg (A)−deg (B))AmodB

pour représenter le pseudo-reste de la division de A par B. Ici, lc(B) représente le coefficient
de tête de B. Dans l’algorithme suivant nous supposons que la division exacte dans A est
disponible comme opération élémentaire.

Cours no I— Factorisation des polynômes à plusieurs variables

I–25



Algorithme 2.4

Entrée : un polynôme primitif F ∈A[x] de degré d, sqr(S0) et sep(S1).
Sortie : sep(F ).

1. Si S1∈A alors retourner {(G1, 1,m1),
 , (Gr, 1,mr)}.
Sinon initialiser L avec la liste vide.

2. Pour tout i∈{1,
 , r} faire
a) Pour tout j ∈ {1, 
 , s} calculer Ri,j(x) 8 G̃i(x) pmod Hj(x

qj), où G̃i est le
polynôme défini par G̃(xp)=Gi(x)

p.
b) Pour tout j ∈ {1,
 , s} calculer Si,j(x)8 gcd (Ri,j(x), Hj(x

qj)).
c) Pour tout j ∈ {1,
 , s} calculer Ti,j(x)8 Gi(x) pmodSi,j(x

p).
d) Pour tout j ∈{1,
 , s} calculer Ui,j(x)8 gcd (Ti,j(x), Si,j(x

p)) et adjoindre (Ui,j,
1,mi+ p qjnj) à L si deg (Ui,j)> 1.

e) Calculer Vi(x)8
∏

j=1
s Ui,j(x).

f) Calculer Ui,0(x)8 Gi(x)/Vi(x) et adjoindre (Ui,0, 1,mi) à L si deg (Ui,0)> 1.
3. Pour tout j ∈{1,
 , s} faire

a) Calculer Wj(x
qj)8

∏
i=1
r Si,j(x)

qj.
b) Calculer U0,j(x)8 Hj(x)/Wj(x) et adjoindre (U0,j , p qj , nj) à L si deg (U0,j)> 1.

4. Retourner L.

Lemme 2.22. L’Algorithme 2.4 est correct. Si A est un corps, alors il consomme
O(M(d) log d) opérations arithmétiques dans A.

Démonstration. Nous devons vérifier que la liste L retournée satisfait les propriétés (S1) à
(S5). Pour tout i∈ {1,
 , r} et tout j ∈{1,
 , s} nous avons

Ri,j(xp)=Gi(x)p pmodHj(x
pqj), Si,j(xp)= gcd (Gi(x)p, Hj(x

pqj)),

et par conséquent

Ui,j(x)=gcd (Gi(x), Si,j(x
p))= gcd (Gi(x), gcd (Gi(x)

p, Hj(x
pqj)))

=gcd (Gi(x), Hj(x
pqj)).

À la fin de l’étape 2, pour tout i∈{1,
 , r}, il est clair que Gi=
∏

j=0
s Ui,j, et que les Ui,j

sont séparables et premiers entre eux. Dans l’étape 3 nous avons

Si,j(x)
qj= gcd (G̃i(x)

qj,Hj(x
qj)qj)= gcd (G̃i(x)

qj,Hj(x
qj))

puisque les G̃i sont séparables par le lemme 2.8. Par conséquent les U0,j sont bien définis
et nous avons

Wj(x
pqj)=

∏

i=1

r

Si,j(x
p)qj=

∏

i=1

r

gcd (Gi(x)
pqj,Hj(x

pqj))=
∏

i=1

r

Ui,j(x)
pqj.

Nous en déduisons que Hj(x
pqj) = U0,j(x

pqj)
∏

i=1
r Ui,j(x)

pqj est vrai pour tout j ∈ {1,
 ,
s}. Nous pouvons réécrire F en :

F (x)=S0(x)S1(x
p)=


∏

i=1

r ∏

j=0

s

Ui,j(x)
mi


∏

j=1

s
(
U0,j(x

pqj)nj
∏

i=1

r

Ui,j(x)
pqjnj

)

=


∏

i=1

r ∏

j=1

s

Ui,j(x)
mi+pqjnj



(
∏

i=1

r

Ui,0(x)
mi

)
∏

j=1

s

U0,j(x
pqj)nj


.
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La décomposition retournée dans L satisfait bien (S1). Les autres propriétés sont immédia-
tement satisfaites par construction.

Si p > d + 1 alors S1 ∈ A, et l’algorithme ne fait rien. Nous pouvons donc supposer à
partir de maintenant que p 6 d. Le coût suivant est une conséquence directe de la super-
additivité de M, de l’inégalité r6 p−1, et de deg (S0)+ p deg (S1)=d. L’étape a calcule des
puissances p-ièmes et des réductions simultanées, totalisant ainsi

O

(
∑

i=1

r

deg (Gi) log p+
∑

i=1

r

(M(deg (S1)) log s+M(max (deg (Gi), deg (S1))))

)

⊆O(deg (S0) log d+ pM(S1) log d+M(deg (S0)))⊆O(M(d) log d).

Le coût total des p.g.c.d. dans les étapes b tombe dans

O


∑

i=1

r ∑

j=1

s

M(deg (Hj(x
qj))) log (deg (Hj(x

qj)))




⊆O(pM(deg (S1)) log d)⊆O(M(d) log d).

Le coût total des réductions simultanées des étapes c tombe dans

O


∑

i=1

r

M(deg (Gi))+M


p

∑

j=1

s

deg (Si,j)


log d






⊆O(M(deg (S0))+M(p deg (S1)) log d)⊆O(M(d) log d).

Le coût total des étapes d est borné par

O


∑

i=1

r ∑

j=1

s

M(pdeg (Si,j)) log d


⊆O(M(d) log d).

Les étapes e et f coûtent

O

(
∑

i=1

r

M(deg (Gi)) log d

)
⊆O(M(d) log d).

Finalement le coût de l’étape 3 est au plus

O


∑

j=1

s

M(deg (Hj(x
qj))) log d


⊆O(M(d) log d). �

Exemple 2.23. Avec l’exemple 2.12 nous entrons dans l’algorithme 2.4 avec sqr(S0)={(x+2,
1), (x,2)} et sep(S1)={((x+1) (x+2),1,1)}, et obtenons les valeurs suivantes pour les Ui,j :

i \ j 0 1
0 x+1
1 1 x+2
2 x 1
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Exemple 2.24. Avec l’exemple 2.13 nous entrons dans l’algorithme 2.4 avec sqr(S0)= {(x+
2 x, 1)} et sqr(S1) = {(x2 + t, 1, 1), (x + 2 t3, 1, 2), (x+ 2 t3, 3, 1)}, et obtenons les valeurs
suivantes pour les Ui,j :

i \ j 0 1 2 3

0 x2+ t 1 x+2 t3

1 1 1 x+2 t 1

Algorithme 2.5

Entrée : un polynôme primitif F ∈A[x] de degré d.
Sortie : sep(F ).

1. Calculer sqr(S0) et S1 avec l’algorithme 2.3.
2. Utiliser récursivement le présent algorithme pour calculer sep(S1).
3. Appeler l’algorithme 2.4 avec sqr(S0) et sep(S1) de sorte à obtenir sep(F ).

Proposition 2.25. L’algorithme 2.5 est correct. Si A est un corps, alors il effectue
O(M(d) log d) opérations dans A.

Démonstration. La preuve est une conséquence directe des lemmes 2.20 et 2.22, et de la
borne

∑
k>0 M(d/pk) log (d/pk)∈O(M(d) log d). �

L’algorithme rapide de cette section est extrait de [87]. Il peut être vu comme une
extension de l’algorithme de Yun [44, Theorem 14.23]. Par ailleurs, lorsque A est parfait,
il coïncide essentiellement avec l’algorithme de décomposition sans carré proposé dans [82,
Section 4.6.3, Exercise 36] [44, Exercise 14.30].

2.6 Polynômes à deux variables

Dans le cas où A=K[t], avec K un corps, nous énonçons ici les résultats de complexité qui
nous serons utiles par la suite. L’utilisation directe de l’algorithme rapide est assez délicate
si l’on souhaite éviter que des polynômes de grands degrés en t interviennent dans les calculs
intermédiaires. Une manière efficace pour obtenir la décomposition séparable consiste à
calculer les décompositions séparables de F (a, x) pour suffisamment de valeurs de a, à
éliminer celles pour lesquelles la spécialisation en t= a ne commute pas avec le calcul de la
décomposition séparable de F (t, x), puis à interpoler les facteurs séparables avec les valeurs
restantes. Il s’agit d’une technique classique mais dont les détails précis sont assez longs à
écrire. Nous ne donnons pas la preuve de la proposition suivante, et renvoyons le lecteur à
l’article [87]. Notons dt (resp. dx) le degré partiel de F en t (resp. en x).

Proposition 2.26. [ 87, Proposition 8] Si K contient au moins dt (2 dx+1)+1 éléments,
alors sep(F ) peut être calculé avec au plus O(dx (dx M(dt) log dt + dt M(dx) log dx) ou
Õ(dt dx

2) opérations dans K.

L’article [87] contient aussi une variante probabiliste plus rapide, qui conduit à un temps
quasi-linéaire en moyenne, mais nous n’aurons pas besoin d’un tel résultat dans la suite.
L’approche par évaluation et interpolation pour les polynômes à deux variables est de même
nature que celle multi-modulaire conçue par Gerhard lorsque A=Z [45].
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2.7 Réduction à la factorisation de polynômes séparables

Dans cette section nous expliquons comment le problème de la factorisation irréductible
se réduit au cas des polynômes séparables. Nous commençons par le calcul de Φ−1, où Φ

est la fonction définie dans la section 2.2. Nous supposons que A dispose d’une opération
élémentaire permettant d’extraire une racine p-ième.

Algorithme 2.6

Entrée : (G, q)∈S ×B.
Sortie : (H, h)∈A[x]×B avec H irréductible tel que Hh=Φ−1(G, q).

1. Poser G̃8 G et h8 1.
2. Tant que G̃(xp) est une puissance p-ième et tant que h< q faire :

Remplacer G̃ par la racine p-ième de G̃(xp) et multiplier h par p.

3. Retourner (G̃(xq/h), h).

Lemme 2.27. L’algorithme 2.6 est correct et coûte O(deg (G) logpq) extractions de racines
p-ièmes de A.

Démonstration. Les quantités G̃ est h calculées par l’algorithme coïncident avec celles de
la preuve de la proposition 2.7. �

Dans l’algorithme suivant nous supposons disposer d’un algorithme de factorisation irréduc-
tible pour les polynômes séparables.

Algorithme 2.7

Entrée : un polynôme primitif F ∈A[x] de degré d> 1.
Sortie : irr(F ).

1. Calculer la décomposition séparable sep(F ) de F .
2. Pour chaque (G, q,m)∈ sep(F ) calculer la décomposition irréductible G.
3. Retourner

⋃

(G,q,m)∈sep(F )

{
(H
(
xq/h

)
, hm)P Hh

8 Φ−1(Ḡ, q),

pour chaque facteur irréductible Ḡ de G}.

Proposition 2.28. L’algorithme 2.7 est correct. Si A est un corps, alors il effectue des
factorisations irreducibles de polynômes séparables de A[x] dont la somme des degrés est
au plus d, ainsi que O(M(d) log d) opérations arithmétiques dans A et O(d) extractions de
racines p-ièmes dans A.

Démonstration. Le coût de la première étape est donné par la proposition 2.25 et le coût
de la dernière étape par le lemme précédant. �
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Il est souvent suggéré, dans des articles en calcul formel, que la factorisation irréductible
se réduit à factoriser des polynômes sans carré [9, 25, 41]. Bien que ce point de vue convienne
bien au cas de la caractéristique zéro, il conduit souvent à des difficultés techniques en
caractéristique positive. En fait siA=K[t], avecK un corps, nous verrons dans le chapitre 5
que nous pouvons réduire la factorisation irréductible dans A[x] à celle dans K[x] au moyen
de la remontée de Hensel. Si la caractéristique p est nulle ou suffisamment grande et que F
est sans carré alors cette réduction commence par choisir un point de spécialisation a ∈K

tel que F (a, x) soit sans carré. Maintenant si p > 0 cette stratégie ne s’applique plus. Par
exemple, considérons F (t, x)8 (xp + t) (x + tp) en prenant pour K la clôture algébrique
de Fp. Il est clair que F est sans carré et que F (a, x) n’est pas sans carré quelle que soit
la valeur choisie pour a ∈K. Par symmétrie il en va de même si l’on permute t et x. Par
ailleurs nous avons sep(F )= {(x+ tp, 1, 1), (x+ t, p, 1)}, et pour tout a∈K, les polynômes
x+ ap et x+ a sont séparables.

Dans leur algorithme de factorisation irréductible des polynômes à plusieurs variables sur
un corps fini, Bernardin et Monagan [9], résolvent ce problème du choix de la valeur a
pour la remontée de Hensel en utilisant la factorisation séparable de manière un peu cachée.
L’utilisation explicite de la factorisation séparable comme un prétraitement systématique à
la factorisation irréductible est due à Steel [136].

Remarque 2.29. La réduction présentée dans cette section s’adapte au calcul de la décom-
position sans carré comme expliqué dans [87].
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3

Polynômes à une variable sur un corps fini

Dans ce chapitre nous rappelons et illustrons les résultats classiques pour factoriser
les polynômes dans Fq[x], où q = pk est une puissance d’un nombre premier p. Grâce aux
résultats du chapitre précédent nous supposons dans tout ce chapitre que le polynôme
à factoriser est séparable. Les premières techniques connues remontent aux travaux de
Gauss (1798), Galois (1830), et Arwins (1918). Les premiers algorithmes performants
sont dus à Berlekamp [7, 8], Zassenhaus [151], puis Cantor et Zassenhaus [17]. Ils
regroupent les principales idées mathématiques que nous présentons ici.

Exemple 3.1. Plusieurs des algorithmes présentés dans ce chapitres ont été programmés en
C++ dans la librairie finitefieldz de Mathemagix.

Mmx] use "factorix";

x == polynomial (0, 1);

f == (x^9 + x^3 + 1)^2 * (x^4 - 1)

x22− x18+2x16+2x13− 2x12+x10− 2x9+2x7− x6+x4− 2x3− 1

Mmx] f mod modulus 3

x22+2x18+2x16+2x13+ x12+x10+x9+2x7+2x6+x4+x3+2

Mmx] irreducible_factorization (f mod modulus 3)

(x+1) (x2+1) (x2+ x+2)6 (x+2)7

3.1 Résidus

Soit K un corps, soit f un polynôme séparable de degré d dans K[x], soit g∈K[x] de degré
au plus d− 1, et soit F un sous-corps fini de K de cardinal χ. Notons ϕ1,
 , ϕd les racines
de f . La dérivée l-ième de h∈K[x] est notée h(l). Les facteurs irréductibles de f sont notés
f1,
 , fr.

Proposition 3.2. Les trois assertions suivantes sont équivalentes :

a) g(ϕi)/f
′(ϕi)∈F, pour tout i∈{1,
 , d}.

b) gχ− (f ′)χ−1 g ∈ (f) (méthode de Berlekamp).
c) gχ+(f χ−1 g)(χ−1)=0 (méthode de Niederreiter).

Un polynôme g∈K[x] de degré au plus d−1 satisfait l’une de ces conditions si, et seulement
si, il est une F-combinaison linéaire de f1

′ f̂1,
 , fr
′ f̂r, où f̂i8 f/fi.
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Démonstration. Posons ρi 8 g(ϕi)/f
′(ϕi) pour chaque i ∈ {1, 
 , d}, de sorte que la

décomposition en éléments simples de g/f sur K̄ s’écrive :

g
f
=
∑

i=1

d
ρi

x− ϕi
. (3.1)

Pour chaque i∈{1,
 ,d}, nous avons (gχ− (f ′)χ−1 g)(ϕi)=(f ′)χ(ϕi) (ρi
χ− ρi), ce qui donne

l’équivalence entre (a) et (b). L’équivalence entre (a) et (c) provient du calcul suivant :

gp+(f p−1 g)(p−1)=gp+

(
f p g

f

)
(p−1)

= gp+ f p

(
g
f

)
(p−1)

=f p

((
g

f

)p

+

(
g

f

)
(p−1)

)

=f p

(
∑

i=1

d
ρi
p

(x− ϕi)
p +

∑

i=1

d −ρi
(x− ϕi)

p

)
,

où la dernière égalité utilise le théorème classique dit de Wilson, qui affirme que p divise
(p− 1)! + 1.

Comme f ′ = f1
′ f̂1 + � + fr

′ f̂r, si g = fj
′ f̂j alors g(ϕi)/f

′(ϕi) vaut 1 lorsque i = j

et 0 sinon. Réciproquement, tout g ∈ K[x]d−1 s’écrit sous la forme
∑

j=0
d γj

f

(x− ϕj)
. La

condition (a) implique que
γi

f(x)

(x− ϕi)
(ϕi)

f ′(ϕi)
= γi∈F pour tout i. Comme g est à coefficients dans

K, les γi dont les indices correspondent à des ϕi racines d’un même facteur irréductible de
f sont égaux. �

Définition 3.3. Le polynôme de la k-ième trace sur F2 est Trk(x)8 x2
k−1

+x2k−2
+� +

x4+ x2+x+1∈F2k[x].

Lemme 3.4. Pour tout a ∈F2k nous avons Trk(a) ∈F2. De plus
∣∣Trk−1(0)

∣∣ =
∣∣Trk−1(1)

∣∣ =
2k−1.

Démonstration. Comme x2
k
+x=Trk

2(x)+Trk(x)=Trk(x) (Trk(x)+1) nous obtenons bien
Trk(a)∈F2. Nous obtenons aussi le fait que Trk a toutes ses racines dans F2k. Comme elles
sont au nombre de 2k−1 nous en déduisons la dernière assertion. �

Si K est le corps fini Fq à q éléments alors nous pouvons déjà montrer que la connaissance

d’une base de
〈
f1
′ f̂1, 
 , fr

′ f̂r
〉
Fq

permet de déduire la décomposition irréductible de f , à

l’aide de l’algorithme suivant :

Algorithme 3.1

Entrée : f ∈Fq[x] séparable, et une base g1,
 , gr de
〈
f1
′ f̂1,
 , fr

′ f̂r
〉
Fq
.

Sortie : les facteurs irréductibles f1,
 , fr de f .

1. Si r=1 alors retourner f .
2. Choisir des éléments c1,
 , cr dans Fq à l’aide d’un générateur aléatoire, et calculer

g8 c1 g1+� + cr gr.
3. Si h18 gcd (f , g) n’est pas constant alors aller à l’étape 6.

4. Calculer h8 (g/f ′)
q−1

2 mod f si q est impair, et h8 Trk(g/f ′)mod f sinon.
5. Si h18 gcd (f , h− 1) est constant alors retourner à l’étape 2.
6. Calculer h28 f/h1.
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7. Calculer une base g1,1,
 , gr1,1 des gi/h2modh1 pour i∈{1,
 , r}.
8. Calculer une base g1,2,
 , gr2,2 des gi/h1modh2 pour i∈{1,
 , r}.
9. Retourner la réunion des facteurs obtenus par l’appel récursif avec h1,g1,1, 
 , gr1,1,

d’une part, puis h2, g1,2,
 , gr2,2 d’autre part.

Les générateurs de nombres aléatoires ne sont pas prévus dans les arbres de calculs tels que
définis au chapitre 1. Lorsqu’un tel générateur intervient alors nous considérons chaque
variable aléatoire comme entrée de l’arbre de calcul. Pour chaque jeu de valeurs de ces
entrées nous pouvons considérer alors le coût de l’arbre. Le coût moyen est simplement
défini comme la moyenne de ces coûts sur l’ensemble des valeurs des variables aléatoires.

Proposition 3.5. L’algorithme 3.1 est correct et nécessite au plus O(d rω−1 log r +
(r+ log d+ log q)M(d) log r) opérations dans Fq en moyenne.

Démonstration. Si gcd (f , g) à l’étape 2 n’est pas constant alors c’est un facteur propre de
f . Sinon les résidus de g/f sont tous non nuls. Lorsque q est impair, modulo chaque fi, la

quantité g/f ′ tombe alors dans Fq et par conséquent la classe de (g/f ′)
q−1

2 est −1 ou 1. Les
facteurs irréductibles de h1 sont les fi de f tel que cette dernière classe soit 1. La distribution
de ces −1 et 1 se fait de façon aléatoire dès lors que celle des ci l’est, ce qui montre déjà que
la profondeur moyenne des appels récursifs est dans O(log r). Si g= ρ1 f1

′ f̂1+� + ρr fr
′ f̂r,

et h1= f1 � fl alors gmod h1= h2

(
ρ1 f1

′ f̂1+ � + ρl fl
′ f̂l
)
. Donc les gi,1 forment bien un

ensemble générateur de
〈
f1
′ f̂1,
 , fl

′ f̂l
〉
Fq
. Il en va de même concernant h2. L’algorithme

fonctionne donc correctement si q est impair. Si q est pair (et donc une puissance de 2),
alors les arguments sont similaires en utilisant le lemme précédent.

L’étape 2 coûteO(r d) opérations. L’étape 4 coûte O((logd+ log q)M(d)) opérations. Les
étapes 3, 5, et 6 utilisent O(M(d) log d) opérations. Les étapes 7 et 8 nécessitent O(d rω−1)
opérations. �

3.2 Algorithme de Berlekamp

Avec la propriété (b) de la proposition 3.2, en prenant pourK le corps fini Fq et pour F8 K,
nous obtenons l’algorithme de Berlekamp :

Algorithme 3.2

Entrée : f ∈Fq[x] séparable de degré d> 1
Sortie : les facteurs irréductibles f1,
 , fr de f .

1. Calculer, dans la base 1, x,
 , xd−1, la matrice B de l’endomorphisme de Frobenius
α� αq dans Fq[x]/(f).

2. Calculer une base ρ1,
 , ρr du noyau de B.
3. Calculer gi= ρi f

′mod f pour i∈{1,
 , r}.
4. Appeler l’algorithme 3.1 avec f , g1,
 , gr et retourner la factorisation obtenue.

Proposition 3.6. L’algorithme 3.2 est correct et utilise en moyenne O(dω log d + (d +
log q)M(d) log d) opérations dans Fq.

Démonstration. Le fait que l’algorithme est correct provient des propositions 3.2 et 3.5. Le
coût de la première étape est dans O((d+ log q)M(d)). L’étape 2 effectue O(dω) opérations.
Le reste du coût provient essentiellement de la proposition précédente. �
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Remarque 3.7. L’algorithme de Berlekamp est implémenté dans Mathemagix dans
finitefieldz/berlekamp.hpp.

3.3 Algorithme de Niederreiter

L’algorithme de Niederreiter consiste essentiellement à remplacer dans l’algorithme de Ber-
lekamp le calcul du noyau de l’endomorphisme de Frobenius par le noyau de l’application
suivante, grâce à la proposition 3.2 : g � gq + (f q−1 g)(q−1). Lorsque q = 2, la matrice
correspondante est un peu plus rapide à calculer. Pour plus de détails nous renvoyons le
lecteurs aux articles [104, 105]. Le reste de cette sous-section peut être omis en première
lecture. Nous explicitons le lien entre les matrices de Berlekamp et Niederreiter et examinons
la complexité lorsque q= p dans un cadre plus général qui nous sera utile dans le chapitre 5.

Soit A un anneau commutatif de caractéristique p, et soit f un polynôme de A[x] de
degré d. Nous étudions ici le coût du calcul de gp+ (f p−1 g)(p−1) pour g ∈A[x]d−1. Dans

cette dernière expression la partie la plus difficile est (f p−1 g)(p−1). Nous nous concentrons
sur la construction de la matrice N de taille d× d de l’application suivante :

A[x]d−1→A[xp]d−1

g�(f p−1 g)(p−1),

où A[xp]d−1 représente l’espace des polynômes en xp de degré au plus d− 1 en xp.

Proposition 3.8. Si f est unitaire, alors N peut-être calculée avec O((d + log p) M(d))
opérations dans A.

Démonstration. Notons coeff(A,xi) le coefficient de xi de A∈A[x]. Nous souhaitons calculer
−coeff (f p−1 g, xip+p−1) pour tout i∈{0,
 , d− 1}. Notons rev (n, .) l’opération consistant
à prendre le polynôme aux inverses des racines, c’est à dire rev (n, A) =

∑
k=0
n an−k x

k, si
A8

∑
k=0
n ak ∈A[x]n. En fait nous allons calculer

−coeff(rev(d p− 1, f p−1 g), xip), pour tout i∈{0,
 , d− 1}.

Puisque f est unitaire de degré d, le terme constant de rev(d, f) est 1. Par conséquent nous
pouvons définir

∑
i>0 ui x

i comme le développement en séries de rev(d− 1, g)/rev(d, f), de
sorte que :

rev(d p− 1, f p−1 g)= rev(d, f)p−1 rev(d− 1, g)

= rev(d, f)p rev(d− 1, g)/rev(d, f)

= rev(d, f)p
∑

i>0

uix
i.

Nous sommes ramenés au calcul de u0, up, 
 , u(d−1)p. Le calcul de rev(d, f)p utilise
O(d log p) opérations dans A, et le produit

rev(d, f)p
∑

i=0

d−1

uipx
ip

coûte O(M(d)). Pour calculer u0, up, 
 , u(d−1)p, nous utilisons le fait que (ui)i∈N satisfait
la récurrence linéaire suivante :

ui8 −(fd−1ui−1+� + f0 ui−d), pour i> d,
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où fj8 coeff(f ,xj). Pour sûr les valeurs initiales u0,
 , ud−1 peuvent être calculées à partir
de rev(d− 1, g)/rev(d, f) à la précision (xd) avec O(M(d)) opérations dans A.

Pour tout i > 0, si ad−1 xd−1 + � + a1 x + a0 représente rem(xi, f), alors ui =
a0 u0+� +ad−1 ud−1. Soit B la matrice de Berlekamp, de taille d×d dont la i-ième colonne
est rem (xp(i−1), f) exprimé dans la base 1, x,
 , xd−1. La construction de B peut se faire
en O(M(d) (d+ log p)). Finalement nous venons de montrer que la matrice N se factorise
en N =H2B

tH1, où H1, H2 sont les matrices de Hankel des applications suivantes :

H1:A[x]d−1→Ad

g� (u0,
 , ud−1),

H2:A
d→A[xp]d−1

(u0,
 , u(d−1)p)� −rev

(
d p− 1,

[
rev(d, f)p

∑

i=0

d−1

uipx
ip

]

0

dp
)
,

où
[∑

i>0 aix
i
]
0
l
8

∑
06i6l−1 aixi.

PuisqueH1 est symétrique, (BtH1)
t=H1 B peut être calculée avec O(dM(d)) opérations

dans A. Le deuxième produit H2 (B
tH1) coûte aussi O(dM(d)). �

La décomposition N =H2 B
t H1 obtenue dans cette preuve provient de [105, Theorem 1].

Supposons à partir de maintenant queA8 K[z]/(q(z)), où q est un polynôme non constant,
unitaire et séparable de K[z] de degré n. Soient g1, 
 , gt des polynômes de A[x]d−1 avec
16 t6 d.

Proposition 3.9. Le calcul de g1
p+(f p−1 g1)

(p−1),
 , gt
p+(f p−1 gt)

(p−1) peut être effectué
avec

O(M(n) (M(d) (d+ log p)+ d2 tω−2+ t d (logn+ log p)))

opérations dans K.

Démonstration. Puisque p est la caractéristique, le calcul de g1
p,
 , gt

p requiert O(t d log p)
opérations dans A, ce qui totalise O(t dM(n) log p) opérations dans K. Nous pouvons donc
nous concentrer sur le calcul de (f p−1 g1)

(p−1),
 , (f p−1 gt)
(p−1). Si f est unitaire alors ce

calcul peut se faire à l’aide de la matrice N de la proposition 3.8 qui peut être construite
en O(M(d) (d+ log p)) opérations dans A : il suffit en effet de calculer le produit de N avec
la matrice de taille d × t dont les colonnes sont les coefficients des gi. Ce produit prend
O(d2 tω−2) opérations dans A.

Si f n’est pas unitaire, A peut se décomposer en A1 × � × Ar, de sorte que f puisse
être rendu unitaire dans chaque Ai. Chaque Ai est de la forme Ai 8 K[z]/(qi(z)), où qi
est unitaire de degré ni > 1. Nous effectuons les calculs dans chaque Ai et reconstruisons
le résultat souhaité via la méthode des restes chinois. Une telle décomposition est obtenue
comme suit. Pour tout i∈ {0,
 , d}, écrivons fi pour la préimage dans K[z] du coefficient
de xi dans f . Nous prenons A18 K[z]/(q1(z)) de sorte que la projection de f dans A1[x]
a un coefficient de tête inversible : en fait q1 est obtenu comme q18 q/gcd (fd, q). Puisque
q est séparable, q/q1 est premier avec q1. Soit k1 6 d − 1 le plus grand entier tel que fk1
est non nul modulo q/q1. Cet entier peut être déterminé au moyen de (d − k1) M(n)

opérations dans K. À partir de fk1 et q/q1 nous calculons q2 se sorte que fk1 soit inversible
dans A2 8 K[z]/(q2(z)) et se réduise à zéro modulo q/(q1 q2). En itérant ce processus
nous obtenons la décomposition souhaitée au moyen d’un nombre total de O(dM(n) logn)
opérations dans K.
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Par la proposition 1.19 chaque élément de A peut être projeté dans A1 × � × Ar en
utilisant O(M(n) logn) opérations dans K. Par conséquent toutes les projections de f et des
gi dans A1[x]×� ×Ar[x] totalisent O(t dM(n) logn) opérations dans K. Fixons i∈{1,
 ,
r} et analysons le coût du calcul de

(f p−1 g1)
(p−1),
 , (f p−1 gt)

(p−1)

dans Ai[x]. Pour chaque j ∈ {1,
 , t} nous introduisons πj et ρj pour les quotient et reste
de la division de gj par f dans Ai[x], de sorte que gj = πj f + σj soit vrai dans Ai. Par
construction, les divisions sont bien définies puisque le coefficient de tête de f est inversible
dans Ai. Cette inversion coûte O(M(ni) logni) opérations dans K. Ensuite le calcul de tous
les πj et σj totalise O(tM(d)) opérations dans Ai. Pour chaque j nous devons calculer

(f p−1 gj)
(p−1)=(f pπj)

(p−1)+(f p−1σj)
(p−1)= f pπj

(p−1)
+(f p−1 σj)

(p−1).

Le calcul de tous les (f p−1 σj)
(p−1) coûte O(d2 tω−2 + M(d) (d + log p)) opérations dans

Ai. Calculer tous les f p πj
(p−1) coûte O(d log p+ tM(d)) opérations dans Ai. Le calcul de

(f p−1 g1)
(p−1),
 , (f p−1 gs)

(p−1) nécessite au total O(d2 tω−2+M(d) (d+ log p)) opérations
dans Ai plus O(M(ni) logni) opérations dans K.

La somme de tous ces coûts pour chaque i ∈ {1, 
 , r} conduit à O(M(n) (M(d) (d +

log p)+d2 tω−2+ logn)) grâce à la super-additivité deM. Finalement, tous les (f p−1 gi)
(p−1)

sont remontés dans A[x] au moyen de O(t dM(n) logn) opérations dans K. �

3.4 Algorithme de Cantor-Zassenhaus

Une composante commune à de nombreux algorithmes de factorisation sur les corps finis
est la suite des itérés de Frobenius (Φi)i>0, relative à f définie par Φi= xqi mod f . D’une
façon naïve Φ0, 
 , Φd peuvent être calculés en utilisant O(d M(d) log q) opérations dans
Fq. Néanmoins il est pertinent de considérer l’opération de composition modulaire définie
comme le calcul de g ◦ h mod f pour g et h deux polynômes de degré au plus d − 1.
Nous pouvons calculer Φ1 en O(M(d) log q) opérations puis obtenir Φi+1 comme Φ1 ◦
Φi mod f . Il reste alors à s’intéresser au coût de la composition modulaire qui peut être
rendu indépendant de q. Néanmoins, si l’on souhaite calculer les d + 1 premiers itérés, il
existe une technique spécifique exploitant l’évaluation et interpolation rapide d’un polynôme
en plusieurs points, et donnant le résultat suivant :

Proposition 3.10. Avec les notations précédentes, une fois Φ1 connu, Φ0,
 ,Φl, pour l6d,
peuvent être calculés avec O(M(d)2 log d log l) opérations dans Fq.

Démonstration. L’évaluation de Φi en Φ1,
 ,Φi modulo f donne Φi+1,
 ,Φ2i. Le coût total
découle alors de la proposition 1.18. �

L’algorithme de Cantor-Zassenhaus comporte deux étapes. La première consiste à
décomposer f en un produit de polynômes

∏
i>1 ei où ei ne comporte que des facteurs

irréductibles de degré i. Nous parlons alors de décomposition par degré des facteurs. La
deuxième étape consiste à factoriser chaque ei en irréductibles.
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Algorithme 3.3

Entrée : f de degré d> 1.
Sortie : la décomposition e1,
 , ed par degré des facteurs irréductibles de f .

1. Pour chaque i de 1 à d :
calculer ei8 gcd (Φi− x, f) puis remplacer f par f/ei.

2. Retourner e1,
 , ed.

Proposition 3.11. L’algorithme 3.3 est correct et nécessite O(O(M(d) (M(d) log2d+ log q))
opérations dans Fq.

Démonstration. La formule utilisée pour calculer ei repose sur le fait classique de la théorie
des corps finis que xqi − x est le produit de tous les facteurs irréductibles unitaires de
Fq[x] dont le degré divise i. Par la proposition précédente nous obtenons un coût total en
O(M(d) log q+M(d)2 log2 d+dM(d) log d). �

Notons que l’algorithme précédent ne fait pas intervenir de valeurs aléatoires. L’étape sui-
vante consiste à supposer que f est le produit de r polynômes irréductibles de degré d/r.

Algorithme 3.4

Entrée : f séparable ayant tous ses facteurs irréductibles de degré d/r.
Sortie : la décomposition en irréductibles f1,
 , fr.

1. Si r=1 alors retourner f .
2. Répéter :

a) Choisir un polynôme h de degré au plus d− 1 d’une façon aléatoire.
b) Calculer f18 gcd (f , h). Si f1 n’est pas constant alors aller à l’étape 3.

c) Calculer g8 h
qd/r−1

2 mod f si q est impair et g8 Trkd/r(h)mod f si q est pair.
d) Calculer f18 gcd (f , g− 1).
e) Si f1 n’est pas constant alors aller à l’étape 3.

3. Calculer f28 f/f1 et appeler récursivement la fonction sur f1 et f2 et retourner la
réunion des facteurs.

Proposition 3.12. L’algorithme 3.4 est correct et effectue O(dM(d) log q log d) opérations
dans Fq. Lorsque q est impair le coût tombe dans O(M(d)2 log3d+M(d) log q log d).

Démonstration. Le choix aléatoire d’un polynôme h conduit à des choix aléatoires indé-
pendants des polynômes h mod fi pour i ∈ {1, 
 , r}. Comme fi est de degré d/r alors
le polynôme g mod fi de l’étape 2 est −1 ou 1 (resp. 0 ou 1) lorsque q est impair (resp.
pair via le lemme 3.4). Les −1 et 1 (resp. 0 ou 1) se distribuent de façon aléatoire. La
profondeur moyenne des appels récursifs est par conséquent dans O(log d). Pour les détails
nous renvoyons le lecteur à l’article [29].

Le coût du calcul de g à l’étape 2 peut se faire en O(dM(d) log q). Les autres opérations
totalisent un coût dans O(M(d) log d). Lorsque q est impair il est intéressant de procéder
comme suit. En notant n8 d/r et α8 hmod f , comme

qn− 1
2

= (qn−1+ qn−2+� + q+1)
q− 1
2

,

nous pouvons calculer α
qn−1

2 =
(
αqn−1

� αqα
)q−1

2 grâce à la proposition 3.10. �
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Théorème 3.13. Si q est impair, un polynôme de degré d dans Fq[x] peut être factorisé
avec un coût moyen dans Õ(d2+ d log q).

Démonstration. Il s’agit d’une conséquence des propositions 3.11 et 3.12. �

Remarque 3.14. La présentation choisie ici est inspirée de [44, Chapter 14]. Le calcul
des itérés de Frobenius constitue une brique importante en terme des performances pra-
tiques. L’algorithme de Cantor-Zassenhaus est implémenté dans Mathemagix dans
finitefieldz/cantor_zassenhaus.hpp. Aussi, d’un point de vue pratique, dans nos implé-
mentations nous avons choisi d’utiliser des générateurs pseudo-aléatoires se comportant
comme des itérateurs parcourant tous les choix possibles dans chaque situation. De la
sorte, nous sommes certains que nos algorithmes se terminent avec un résultat correct.

3.5 Algorithmes plus rapides

Les algorithmes précédents peuvent être améliorés et adaptés pour la recherche des racines,
pour tester l’irréductibilité, ou bien encore pour construire des polynômes irréductibles
de degré donné. Encore une fois nous renvoyons le lecteur vers [44, Chapter 14]. Pour
d’avantage de résultats sur les polynômes à coefficients dans un corps fini, nous invitons le
lecteur à consulter le livre à paraître [97].

Dans l’article [73], Kaltofen et Shoup ont relié le problème de factorisation au pro-
blème de composition modulaire et ont obtenu une borne de complexité dans O(d1,815 log q)
en terme d’opérations dans Fq. Sur un corps fini,Kedlaya et Umans ont récemment conçu
un algorithme avec un coût quasi-linéaire [77], permettant de déduire de [73] un algorithme
de factorisation sur Fq[x] ayant un coût binaire moyen dans Õ((d1,5+ d log q) log q), ce qui
représente la meilleure borne de complexité à notre connaissance.

Défi 3.1. Implémenter un algorithme de composition modulaire de sorte à observer un
temps quasi-linéaire et à être plus efficace que les autres implémentations.

Problème ouvert 3.1. Existe-il un algorithme de composition modulaire de coût quasi-
linéaire pour tout corps K ?

Problème ouvert 3.2. Existe-il un algorithme de factorisation dans Fq[x] en temps poly-
nomial ?
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4

Polynômes à une variable sur les nombres rationnels

Dans ce chapitre nous présentons les principales techniques connues pour factoriser un
polynôme à une variable à coefficients dans Q. Nous présentons brièvement une approche
simple mais de coût exponentiel, puis les deux approches historiques conduisant à des temps
polynomiaux en utilisant l’algorithme LLL. Enfin nous décrivons une méthode plus récente
offrant de meilleurs performances pratiques.

Nous examinons aussi la factorisation dans K(α)[x] en fonction de celle dans K[x], où α
est algébrique sur un corps K. Plusieurs énoncés, comme la remontée de Hensel, concernent
néanmoins un cadre plus large, qui est utile pour le chapitre suivant. Grâce aux résultats du
chapitre 2 nous supposons dans tout ce chapitre que le polynôme à factoriser est séparable.

4.1 Préliminaires

Rappelons le résultat suivant classique :

Théorème 4.1. Soit A un anneau factoriel de corps de fraction K. Un polynôme primitif
f de A[x] est irréductible dans A[x] si, et seulement si, il est irréductible dans K[x].

Par conséquent, nous pouvons supposer tout au long de ce chapitre que les polynômes à
factoriser dans Q[x] sont en fait dans Z[x], séparables et primitifs. Dans le cas de polynômes
à factoriser dans Z[x] nous n’aborderons pas la question de la factorisation de son contenu.
La factorisation des entiers est un problème difficile qui fait appel a des techniques bien
différentes de celles abordées dans ce cours.

Exemple 4.2. La factorisation des entiers étant coûteuse, l’utilisateur dispose dans Mathe-
magix de deux types de fonctions : l’une retournant la factorisation irréductible, et l’autre,
préfixée par probable, utilisant un certain nombre d’heuristiques pour être plus rapide,
mais sans garantir que les facteurs trouvés sont bien irréductibles. Dans l’exemple suivant
nous illustrons cet aspect, et aussi montrons la différence entre les factorisations dans Z[x]
et Q[x]. Notons que les facteurs trouvés sont affichés sous forme d’un produit.

Mmx] use "factorix"; type_mode? := true;

Mmx] irreducible_factorization (2^128 - 1)

3 5 17 257 641 65537 274177 6700417 67280421310721: Vector(Irreducible_
factor(Integer))

Mmx] probable_irreducible_factorization (2^128 - 1)
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3 5 17 257 641 65537 274177 6700417 67280421310721: Vector(Irreducible_
factor(Integer))

Mmx] x == polynomial (0 :> Integer, 1 :> Integer)

x: Polynomial(Integer)

Mmx] irreducible_factorization (15 * (x^2 - 1))

3 5 (x+1) (x− 1): Vector(Irreducible_factor(Polynomial(Integer)))

Mmx] x == polynomial (0 :> Rational, 1 :> Rational)

x: Polynomial(Rational)

Mmx] irreducible_factorization (15 * (x^2 - 1))

15 (x+1) (x− 1): Vector(Irreducible_factor(Polynomial(Rational)))

4.2 Algorithme naïf et taille des coefficients

Soit f un polynôme séparable et primitif de Z[x] de degré d. Si g est un facteur propre de
f , c’est à dire non constant et primitif, de degré au plus m6 d− 1, alors, pour tout entier
i∈{0,
 ,m}, nécessairement g(i) divise f(i). Cette simple remarque fournit un algorithme
pour trouver un tel facteur g ou bien montrer qu’il n’en existe pas :

1. Évaluer f en tous les points de {0,
 ,m}.
2. Énumérer tous les vecteurs (b0,
 , bm) de Zm tels que bi divise f(i) pour tout i∈{0,
 ,

m}.
3. Pour chaque tel vecteur (b0,
 , bm), interpoler le polynôme g de degré au plus m tel que

g(i)= bi pour tout i∈{0,
 ,m}. Si g est dans Z[x] \Z et divise f alors c’est un facteur
de f .

4. Si aucun facteur de f n’est trouvé à l’étape précédente alors f est irréductible.

Le coût de cette méthode dans le pire des cas est exponentiel. Néanmoins elle conduit à
un premier résultat concernant la taille des coefficients des facteurs de f . Notons ‖f ‖∞8

maxi∈{0,
 ,d} |fi|.

Proposition 4.3. Soit f un polynôme séparable primitif de Z[x] de degré d, et soit g un
facteur propre de f de degré m6 d− 1. Alors ‖g‖∞6 (m+1) (d+1)md+2m ‖f ‖∞.

Démonstration. À partir de la formule d’interpolation de Lagrange

g(x)=
∑

i=0

m

g(i)
∏

j=0, j� i

m
x− j
i− j

,

nous obtenons la majoration grossière suivante :

‖g‖∞6
(

max
i∈{0,
 ,m}

|g(i)|
)∥∥∥∥∥∥
∑

i=0

m ∏

j=0, j� i

m

(x+ j)

∥∥∥∥∥∥
∞

6 (m+1)m2m max
i∈{0,
 ,m}

|g(i)|.

La conclusion provient de maxi∈{0,
 ,m} |g(i)|6maxi∈{0,
 ,m} |f(i)|6 (d+1)md ‖f ‖∞. �

En d’autres termes, la taille des coefficients de g est au plus la taille de ceux de f plus
O(d log d).
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Exemple 4.4. Dans cet exemple la taille des coefficients des facteurs dépasse légèrement celle
de f .

Mmx] f == polynomial (-1 :> Integer, (0 | i in 0..104), 1)

x105− 1

Mmx] irreducible_factorization f

(x− 1) (x2+x+1) (x4+ x3+ x2+ x+1) (x6+ x5+ x4+ x3+ x2+x+1) (x8−x7+x5−
x4 + x3 − x + 1) (x12− x11+ x9 − x8 + x6 − x4 + x3 − x + 1) (x24− x23 + x19 − x18 +

x17− x16+ x14− x13+ x12− x11+ x10− x8 + x7 − x6 + x5 − x + 1) (x48+ x47+ x46−
x43− x42− 2 x41− x40− x39+ x36+ x35+ x34+ x33+ x32+ x31− x28− x26− x24− x22−
x20+ x17+x16+x15+ x14+ x13+x12−x9−x8− 2x7−x6−x5+ x2+x+1)

L’idée pour borner plus finement la taille des coefficients d’un facteur de f est de consi-
dérer une fonction multiplicative sur les polynômes, que l’on puisse facilement relier à la
norme ‖.‖∞. La mesure de Mahler de f ∈C[x] \ {0}, notée M(f), est définie par

lnM(f)8
1
2 p

∫

0

2p

ln |f(eιθ)| dθ,

où ln représente le logarithme népérien. Pour les preuves des résultats suivants nous ren-
voyons le lecteur à [44, Chapter 6, Section 6.6] qui prouve une borne due à Mignotte [94].
Si f = g h, alors nous avons M(f)=M(g)M(h). Par ailleurs, en calculant M(x− ϕ) nous
obtenons :

Proposition 4.5. Si f = fd (x− ϕ1)� (x− ϕd) alors M(f)= |fd|
∏

i=1
d max (1, |ϕi|).

Par ailleurs nous pouvons borner M(f) comme suit :

Proposition 4.6. M(f)6 ‖f ‖2.

À partir de formules classiques reliant les coefficients de f à ses racines nous avons :

Proposition 4.7. Si g est un facteur de degré m de f, alors

‖g‖26 2mM(g)6 2m
∣∣∣∣
gm
fd

∣∣∣∣ ‖f ‖2.

En combinant ces résultats nous obtenons :

Corollaire 4.8. (Mignotte) Si g est un facteur de f de degré m, alors ‖g‖∞ 6
d+1

√
2m ‖f ‖∞.

4.3 Remontée de Newton-Hensel

Dans cette section A représente un anneau commutatif avec une unité, I est un idéal propre
de A, et f est un polynôme de A[x] de coefficient de tête, noté lc(f), inversible modulo I .
Le lemme suivant est une forme du lemme de Hensel, mais avec le point de vue de l’itération
de Newton.
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Lemme 4.9. Si g ∈ A[x] divise f modulo I et que lc(g) = 1, alors il existe un unique
polynôme G congru à g modulo I, unitaire et divisant f modulo I2.

Démonstration. Posons h8 f/g. Nous cherchons deux polynômes G et H congrus respec-
tivement à g et h modulo I , avec G unitaire, et tels que f = G H mod I2. Cette dernière
équation se réécrit en f = g h + g (H− h) + h (G − g)mod I2. En prenant les restes de la
division par g nous obtenons rem(f ,g)=rem(h (G−g),g)modI2. Puisque f est séparable, le
résultant de g et h est inversible modulo I , et donc h est inversible modulo g dans (A/I2)[x].
En notant u son inverse, nous en déduisons la formule suivante :

G= g+ rem(u f , g)mod I2. �

Comme f ′= g′ h+ g h′, alors h= f ′/g′mod g et nous obtenons la formule

G− g=
g′

f ′ f mod gmod I2,

et par conséquent un algorithme pour calculer G. Un partie importante du calcul consiste
à évaluer f et f ′ modulo g tout comme dans le cas de l’opérateur de Newton. Si f s’évalue
rapidement à l’aide de peu d’opérations, alors il est inutile de développer f .

Comme f modg a tous ses coefficients dans I , il est suffisant de connaître l’inverse de f ′

modulo g à la précision I . Lorsque I est maximal, A/I est un corps et nous pouvons obtenir
cet inverse à partir de l’algorithme du p.g.c.d. étendu. En général, l’inverse U de f ′ moduloG
à la précision I2 peut être déduit de l’inverse u de f ′ à la précision I par la formule suivante :

U= u− u (u f ′− 1)modG,

puisque U f ′=1− (u f ′− 1)2=1modG à la précision I2. Nous obtenons alors l’algorithme
suivant :

Algorithme 4.1

Entrée : f ∈ A[x], et f1, 
 , fs unitaires dans (A/I)[x] tels que f = lc(f) f1 � fs dans
(A/I)[x].

Sortie : F1,
 ,Fs unitaires dans (A/I2)[x] tels que f = lc(f)F1� Fs dans (A/I2)[x] et
Fi= fimod I pour tout i.

1. Si s=1 retourner f/lc(f).
2. Calculer f mod f1,
 , f mod fs et f ′mod f1,
 , f ′mod fs modulo I2.

3. Calculer r1= f1
′ f

f ′ mod f1,
 , rs= fs
′ f

f ′ mod fs modulo I2.
4. Retourner f1+ r1,
 , fs+ rs.

Proposition 4.10. Soient A=Z et I = (p) avec p premier. À partir d’une décomposition
f = lc(f) f1� fs modulo p, avec des fi unitaires, nous pouvons calculer la decomposition f =
lc(f) F1� Fs modulo pσ telle que Fi= fimod p pour tout i, en temps O(I(σ log p)M(d) logd).

Démonstration. Il suffit d’appliquer successivement l’algorithme 4.1 pour arriver en précision
p2, p4,... jusqu’à dépasser pσ. Le coût découle principalement de la proposition 1.19, auquel
il faut ajouter le coût pour obtenir les inverses de f ′ mod fi pour tout i, c’est à dire
O(M(d) log d+ I(σ log p)M(d)). �

Proposition 4.11. Soient K un corps, A=K[t] et I = (t). À partir d’une décomposition
f = lc(f) f1 � fs modulo t, avec des fi unitaires, nous pouvons calculer la decomposition
f = lc(f) F1� Fs modulo tσ telle que Fi= fimod t pour tout i, en temps O(M(σ)M(d) log d).
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Démonstration. La preuve est similaire à celle de la proposition précédente. �

4.4 Recombinaison des facteurs p-adiques

Une fois les facteurs de f calculés dans Zp à une précision suffisante déterminée à l’aide
du Corollaire 4.8, nous pouvons tester toutes les recombinaisons possibles pour déduire les
facteurs de f dansQ[x]. Cette technique, principalement due àHensel (1918), a commencé
à être utilisée en calcul formel par Zassenhaus [151].

Algorithme 4.2

Entrée : f ∈Z[x] primitif et séparable de degré d> 1.
Sortie : les facteurs irréductibles de f dans Z[x].

1. Choisir un nombre premier p > d ne divisant ni le coefficient de tête de f , ni le
discriminant de f , et calculer la factorisation irréductible F1,
 , Fs de f dans Zp à
la précision σ telle que pσ> 2 d+1

√
2d/2 |fd| ‖f ‖∞.

2. Parcourir les sous-ensembles {e1, 
 , ek} de {1, 
 , s} par taille croissante, tels que
degFe1+� +degFek6 d/2 :
a) calculer G8 lc(f)Fe1� Fek à la précision pσ ;
b) à partir de chaque coefficient Gi de G, calculer le nombre entier gi de la façon

suivante : prendre la préimage G̃i de Gi dans {0, 
 , pσ − 1}, si G̃i < pσ/2 alors
poser gi8 G̃i, sinon poser gi8 −G̃i ;

c) calculer g ∈Z[x] comme la partie primitive de
∑

i=0
degGi gix

i.
d) si g divise f alors l’ajouter à la liste des facteurs irréductibles de f .

Exemple 4.12. Dans l’exemple suivant nous montrons la nature des calculs de l’algorithme
précédent en ignorant la borne théorique pour la précision. Mentionnons que les calculs sont
réalisés dans Mathemagix d’une façon détendue [10, 53].

Mmx] use "factorix";

p == modulus 5;

F == polynomial (-1, 0, 0, 0, 1)

x4− 1

Mmx] irreducible_factorization (F mod p)

(x+4) (x+1) (x+3) (x+2)

Mmx] Fp == polynomial (p_adic (z, p) | z in @F)

(1 +O(p10)) x4+O(p10) x3+O(p10) x2+O(p10) x+4+ 4 p+4 p2+4 p3+4 p4+4 p5+

4 p6+4 p7+4 p8+4 p9+O(p10)

Mmx] v == irreducible_factorization (Fp)

((1 +O(p10)) x+ 1 +O(p10)) ((1 +O(p10)) x+ 2 + p+ 2 p2 + p3 + 3 p4 + 4 p5 + 2 p6 +

3 p7+3 p9+O(p10)) ((1 +O(p10)) x+3+3 p+2 p2+3 p3+ p4+2 p6+ p7+4 p8+ p9+

O(p10)) ((1 +O(p10)) x+ 4+ 4 p+ 4 p2+ 4 p3+ 4 p4+ 4 p5+ 4 p6+ 4 p7+ 4 p8+ 4 p9+

O(p10))
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Mmx] g == factor v[1] * factor v[2]

(1+O(p10))x2+O(p10)x+1+O(p10)

Mmx] polynomial (@map (z :-> integer (z[0,10]), [@g]))

x2+1

Remarque 4.13. En pratique il est utile de prendre p de la taille proche d’un mot machine
pour que l’arithmétique des polynômes de (Z/pZ)[x] soit plus efficace.

Remarque 4.14. Pour le parcours des sous-ensembles il existe des algorithmes classiques
permettant d’énumérer tous les sous-ensembles d’une taille donnée les uns après les autres
sans avoir besoin de les stocker tous en mémoire. Nous renvoyons le lecteur par exemple au
livre [106].

Remarque 4.15. Souvent, lorsque f n’est pas irréductible il admet des facteurs avec des
coefficients de taille plus petite que celle prévue par la borne de Mignotte. Il est alors
pertinent de tester l’existence de facteurs bien avant d’atteindre cette borne. De nombreuses
optimisations doivent être mises en œuvres dans une implémentation de l’algorithme 4.2
pour le rendre efficace, comme expliqué dans l’article [1].

4.5 Polynômes de Swinnerton-Dyer

L’inconvénient de la méthode précédente est son coût exponentiel dans le pire des cas. Bien
que dans beaucoup de cas il existe des nombres premiers p pour lesquels f a peu de facteurs
p-adiques, il existe des exemples comme les polynômes de Swinnerton-Dyer pour lesquels la
borne exponentielle est atteinte.

Définition 4.16. Soit pi le i-ième nombre premier pour i > 1. Le n-ième polynôme de
Swinnerton-Dyer est défini par

Sn(x)=
∏ (

x± 2
√

± 3
√

± 5
√

±� ± pn
√ )

,

où le produit est pris sur les 2n possibilités de signes + et −.

Le degré de Sn est 2n. Ces polynômes peuvent être calculés numériquement (par exemple
avec une arithmétique d’intervalle pour garantir le calcul) ou bien avec une cascade de
résultants, comme par exemple : S2(x) = resz2 (resz1(x− z1− z2, z1

2− 2), z2
2 − 3). Par cette

dernière formule nous constatons que Sn a tous ses coefficients dans Z et qu’il est unitaire.
Par des arguments classiques de théorie de Galois, nous savons que Sn est irréductible dans
Z[x]. Par ailleurs, si p est un nombre premier alors Fp2 contient toutes les racines carrées
modulo p. Par conséquent Sn(x) se factorise en facteurs de degrés 1 ou 2modulo p. Le temps
pour retrouver les recombinaisons des facteurs p-adiques est donc exponentiel en d=2n.

Exemple 4.17. Les calculs suivants montrent les facteurs irréductibles de S3 modulo quelques
nombres premiers. À la fin, le logiciel confirme l’irréductibilité de S3 dans Z[x].

Mmx] use "factorix"
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Mmx] f == swinnerton_dyer_polynomial 3

x8− 40x6+ 352x4− 960x2+ 576

Mmx] irreducible_factorization (f mod modulus 2)

x8

Mmx] irreducible_factorization (f mod modulus 3)

(x2+1)2 x4

Mmx] irreducible_factorization (f mod modulus 5)

(x2+2)2 (x2+3)2

Mmx] irreducible_factorization (f mod modulus 7)

(x2+6x+3) (x2+x+6) (x2+6x+6) (x2+x+3)

Mmx] irreducible_factorization (f mod modulus 11)

(x2+7x+2) (x2+4x+2) (x2+2x+ 10) (x2+9x+ 10)

Mmx] irreducible_factorization f

x8− 40x6+ 352x4− 960x2+ 576

4.6 Borne de complexité polynomiale

L’approche proposée dans cette section pour obtenir un algorithme en temps polynomial
pour factoriser dans Q[x] suit la démarche historique.

Théorème 4.18. [ 90] Si f ∈Z[x] est un polynôme primitif de degré d alors sa décomposi-
tion irréductible peut être calculée en temps polynomial en d et log ‖f ‖∞.

Pour la preuve de ce théorème nous renvoyons le lecteur à l’article original [90] ou bien
à [44, Chapter 16] qui contient une variante très détaillée. Nous rappelons ici juste quelques
définitions et montrons les principales idées sur un exemple.

Définition 4.19. Un réseau est un Z-module engendré par une base de Rn.

Définition 4.20. Une base réduite pour un réseau L est une base f1,
 , fn du réseau tels
que, si nous notons f1

∗,
 , fn
∗ la suite des vecteurs obtenus par le procédé d’orthogonalisation

de Gram-Schmidt, nous avons ‖fi∗‖26 2 ‖fi+1
∗ ‖2 pour tout i∈{1,
 , n− 1}.

Théorème 4.21. [ 90] Une base réduite d’un réseau peut-être calculée en temps polynomial.

Pour plus de détails nous renvoyons à nouveau le lecteur vers [44, Chapter 16]. Pour l’histo-
rique, les algorithmes récents et des applications, le lecteur pourra consulter [103]. À notre
connaissance, la meilleure borne de complexité connue est présentée dans l’article [109].
L’une des propriétés simple, mais importante, des bases réduites est la suivante :

Proposition 4.22. Si f1,
 , fn est une base réduite d’un réseau L, alors pour tout vecteur
f de L nous avons l’inégalité ‖f1‖26 2(n−1)/2 ‖f ‖2.
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En d’autres termes, la norme du plus petit vecteur d’une base réduite n’est éloignée que de
O(n) bits de la norme du plus petit vecteur du réseau. À partir de ces outils nous pouvons
décrire brièvement comment obtenir la factorisation dans Q[x] en temps polynomial :

1. Tout d’abord, pour un polynôme f ∈ Z[x], nous pouvons choisir un nombre premier p
ne divisant ni lc(f) ni disc(f) en temps polynomial tel que p∈ Õ(d log ‖f ‖2).

2. Nous calculons ensuite un facteur h de f dans (Z/pZ)[x] en temps polynomial en d et
p, et donc polynomial en d et log ‖f ‖2.

3. Par la méthode de Newton-Hensel, nous obtenons un facteur F de f dans Z/pσ Z[x]
unitaire à une précision σ que nous déterminons à l’aide de la borne de Mignotte.

4. Soit l8 deg (h), pour n=d− 1, nous calculons une base réduite du réseau engendré par
les d lignes de la matrice carrée suivante :

L8




pσ

�

pσ

F0 � Fl−1 1
� � �

F0 � Fl−1 1



.

5. Le premier vecteur de cette base réduite représente un polynôme g de degré au plus n
tel que g= q F+ pσ r, avec r ∈Z[x] de degré au plus l− 1, et q ∈Z[x] de degré au plus
n − l. Si la norme de g est trop grande, alors f est irréductible. Sinon nous pouvons
construire un facteur propre de f qui est divisible par F modulo pσ.

Exemple 4.23. Dans l’exemple suivant nous montrons la nature des calculs, sans tenir
compte des bornes théoriques, pour trouver un facteur de x6− 1.

Mmx] use "factorix";

p == 7;

f == polynomial (-1, 0, 0, 0, 0, 0, 1)

x6− 1

Mmx] fp == polynomial (p_adic (z, modulus p) | z in @f)

(1 +O(p10)) x6 +O(p10) x5 +O(p10) x4 +O(p10) x3 +O(p10) x2 +O(p10) x+ 6 + 6 p+

6 p2+6 p3+6 p4+6 p5+6 p6+6 p7+6 p8+6 p9+O(p10)

Mmx] h == factor (irreducible_factorization (fp)[1])

(1+O(p10))x+2+4 p+6 p2+3 p3+2 p5+6 p6+2 p7+4 p8+3 p9+O(p10)

Mmx] s == 10; l == deg h; d == deg f;

Mmx] L == vertical_join (

[ if i=j then p^s else 0 | j in 0..d || i in 0..l ],

[ (0 | j in 0..i), (integer (h[j][0,s]) | j in 0..l+1),

(0 | j in 0..d-l-i-1) || i in 0..d-l ])



282475249 0 0 0 0 0
146507972 1 0 0 0 0

0 146507972 1 0 0 0
0 0 146507972 1 0 0
0 0 0 146507972 1 0
0 0 0 0 146507972 1



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Mmx] L == row_lll L



1 0 0 1 0 0
0 −1 1 −1 0 0
0 1 0 0 1 0
0 0 1 0 0 1

−5498 −3681 1818 5498 3680 −1818
−3680 1818 5498 3681 −1818 −5498




Mmx] g == [ polynomial (@row (L, i)) | i in 0..4 ]

[x3+1,−x3+ x2−x, x4+ x, x5+ x2]

Mmx] f1 == gcd (g[0], gcd (g[1], gcd (g[2], g[3])))

x2−x+1

Mmx] f rem f1

0

Mmx] f quo f1

x4+x3− x− 1

4.7 Calcul des racines complexes

Dans cette section nous expliquons comment calculer une approximation numérique d’une
racine d’un polynôme à coefficients entiers en temps polynomial. Il existe de nombreuses
méthodes pour prouver ce résultat. Celle que nous avons retenue utilise la construction
suivante :

Définition 4.24. Soit f =
∑

i=0
d fi xi ∈ C[x], unitaire de degré d. Nous définissons

f̄ 8

∑
i=0
d fi x

i, rev(d, f)8
∑

i=0
d fd−ix

i (le polynôme aux inverses des racines), et

Bf(x, y)8
rev(d, f̄ )(x) rev(d, f)(y)− f(x) f̄ (y)

1−x y
=

∑

06i,j<d

bi,jxi yj.

Nous notons Bf 8 (bi,j)i,j la matrice symétrique de taille d× d des bi,j.

Le résultat suivant est classique et nous renvoyons le lecteur par exemple à l’ouvrage [49,
Chapter 6] pour la preuve.

Théorème 4.25. (Schur-Cohn) Si f ∈C[x] est unitaire de degré d, alors la signature de
Bf est égale à la différence π+(f) − π−(f), où π+(f) (resp. π−(f)) représente le nombre
de racines de f incluses dans le disque ouvert B(0, 1) (resp. hors du disque fermé B̄(0, 1)).

Exemple 4.26. Si f(x) = (x − 1/2)(x − 2 ι), où ι2 = −1, alors nous pouvons effectuer les
calculs suivants d’une façon numérique en affichant seulement 3 chiffres significatifs :

Mmx] use "multimix"; significant_digits := 3;

Mmx] X == coordinate (’x); Y == coordinate (’y);
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Mmx] f == polynomial (-complex (1/2, 0.0), 1.0)

* polynomial (-complex (0.0,2.0), 1.0)

1.00x2+ (−0.500− 2.00 i)x+ 1.00 i

Mmx] x == mvpolynomial (complex (1.0, 0.0)) * monomial X;

y == mvpolynomial (complex (1.0, 0.0)) * monomial Y;

Mmx] B == sum (mvpolynomial (conj f[deg(f) - i]) * x^i | i in [0..deg f])

* sum (mvpolynomial (f[deg(f) - i]) * y^i | i in [0..deg f])

- sum (mvpolynomial (f[i]) * x^i | i in [0..deg f])

* sum (mvpolynomial (conj f[i]) * y^i | i in [0..deg f])

(0e− 16+0e− 16 i)x y+(1.50− 1.50 i) y+(1.50+ 1.50 i)x+0e− 17+0e− 17 i

Mmx] B_f == [ B[monomial(X)^i * monomial (Y)^j] | i in [0..deg f]

|| j in [0..deg f] ]
[
0e− 17+0e− 17 i 1.50+ 1.50 i

1.50− 1.50 i 0e− 16+0e− 16 i

]

Mmx] [ det B_f [0,i,0,i] | i in [0..1 + deg f] ]

[1.00, 1.00, 1.00]

Puisqu’il y n’y a pas de changement de signe dans la séquence des mineurs principaux de
Bf, nous en déduisons que n+=n−. En calculant gcd (f , x2− 1) nous pouvons vérifier que
f n’a pas de racine sur le cercle unité. Par conséquent f admet une racine dans le disque
unité et l’autre en dehors.

Proposition 4.27. Soit f un polynôme de Z[x] sans carré de degré d. Il existe un algorithme
permettant de déterminer si f admet un zéro dans B(0, 1) en temps polynomial en d et
log ‖f ‖∞.

Démonstration. La matrice Bf se calcule en temps polynomial. Il suffit de vérifier que Bf

est définie positive, ce qui peut se faire en vérifiant que tous les mineurs principaux sont
strictement positifs. �

Pour une version beaucoup plus précise de ce résultat nous renvoyons le lecteur à l’article
de Saux Picart [118].

Proposition 4.28. Soit f un polynôme de Z[x] séparable de degré d. Le calcul d’une
approximation d’un zéro de f dans C à une distance au plus ε8 2−σ < 1 peut se faire en
temps (d log (‖f ‖∞/ε))O(1).

Démonstration. Il est classique, par exemple par la proposition 4.6, que les racines de f
sont contenues dans un disque centré à l’origine et de rayon R = 2ρ ∈ (d ‖f ‖∞)O(1), avec
ρ∈N. Si a∈ B̄(0, R)∩ (εZ+ ι εZ), et si η ∈ [0, R]∩ (3/4)τRZ, avec τ le plus petit entier
tel que (3/4)τR<2−σ, alors l’existence d’un zéro de f dans le disque B̄(a, η) est équivalent
à l’existence d’un zéro de f(η x+ a) dans B̄(0, 1). Comme f(η x+ a) peut se calculer de
façon exacte (c’est à dire sans arrondi sur les nombres décimaux) en temps polynomial, alors
la proposition précédente permet de tester en temps polynomial l’existence d’un zéro de f
dans B̄(a, η).
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Afin de trouver un tel zéro nous procédons par dichotomie. Pour commencer nous recou-
vrons le disque B̄(0, R) par les quatre disques B̄(R/2 + ι R/2, 3 R/4), B̄(−R/2 + ι R/2,
3R/4), B̄(R/2− ι R/2, 3R/4), B̄(−R/2− ι R/2, 3R/4). Nous pouvons choisir un de ces
disques qui contient au moins une racine de f en temps polynomial. Nous pouvons itérer
ce processus sur le disque choisi et, ainsi de suite, jusqu’à obtenir un disque de rayon (3/4)τ

contenant au moins une racine de f . �

Pour un survol historique précis des méthodes pour calculer des approximations des
racines complexes d’un polynôme à coefficients rationnels ou plus généralement des nombres
complexes, nous renvoyons le lecteur aux livres [49, 93] et à l’article [114]. Dans les para-
graphes suivants nous mentionnons quelques résultats à propos des bornes de complexité
connues.

Il existe des algorithmes essentiellement optimaux pour calculer les racines complexes
d’un polynôme [79, 101, 102, 112, 113, 116], qui sont dans la continuation d’idées développées
plus tôt par Schönhage [129]. Les algorithmes les plus rapides du point de vue théorique
sont ceux présentés dans les articles [102, 116], et qui utilisent une méthode de scindage
équilibré et des généralisations d’un théorème de Grace et Heawood [24], qui peut être
vu comme une version dans le cadre complexe du théorème de Rolle. Plus précisément,
si k + 1 racines d’un polynôme p de degré n sont contenues dans une boule de rayon ρ,
alors pour tout ℓ6 k, au moins k+1− ℓ racines de p(ℓ) appartiennent à la boule de rayon
O(ρ), centrée au barycentre des k+1 racines. Pour les problèmes dits mal conditionnés, un
scindage équilibré des racines demande une précision accrue (voir la discussions dans [114,
Section 7]). Une autre approche moins équilibrée a été proposée par Pan pour traiter plus
efficacement les grappes de racines [116] : son algorithme est presque optimal dans le pire des
cas, mais aussi optimal dans les situations bien conditionnées. L’idée repose sur l’utilisation
du théorème de Turan pour approcher les distances d’un point à l’ensemble des zéros d’un
polynôme.

Par ailleurs, il existe d’autres techniques pour les problèmes mal conditionnés, qui sont
théoriquement plus lentes que les méthodes précédentes mais qui sont souvent efficaces en
pratique. Dans l’article [120], Renegar accélère la méthode de Weyl par subdivision en
combinant l’algorithme de Schur-Cohn à l’α-theory pour les racines simples. Dans [115], Pan
revisite la stratégie de Renegar pour traiter les grappes de racine plus efficacement grâce à
l’opérateur de Schröder et à un critère d’arrêt reposant sur le théorème de Turan. Dans [12],
Bini et Fiorentino décrivent leur implémentation utilisant de nombreuses heuristiques.
Leur logiciel est bien adapté au cas où les polynômes ont peu de monômes et profite même
des situations mal conditionnées. La littérature concernant le calcul des zéros d’un polynôme
est très vaste et nous ne pourrions en faire ici une présentation exhaustive. Mentionnons
juste quelques études de complexité pour différentes autres méthodes [27, 142, 149, 150].

Exemple 4.29. Mathemagix dispose de fonctions numériques robustes pour calculer des
approximations des racines des polynômes. Des détails algorithmiques sont présentés dans
les notes du cours de van der Hoeven, donné à l’occasion des « Journées Nationales de
Calcul Formel » en 2011 [54].

Mmx] use "analyziz"; type_mode? := true;

Mmx] x == polynomial (ball complex 0.0, ball complex 1.0);

Mmx] f == x^4 + 20 * x - 1
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1.00000000000000000 x4+ (0e − 323228494+ 0e − 323228494 i) x3 + (0e − 323228494+
0e− 323228494 i)x2+ 20.0000000000000000x− 1.000000000000000000:
Polynomial(Ball(Floating,Complex(Floating)))

Mmx] v == roots f

[0.04999968750781223, −2.7308837023864973, 1.3404420074393425 − 2.350935485644\
7136 i, 1.3404420074393425+ 2.3509354856447136 i]: Vector(Ball(Floating,
Complex(Floating)))

Mmx] include "graphix/points.mmx";

Mmx] $points (map (center, v))

4.8 Approximant algébrique numérique

La méthode que nous présentons ici provient de l’article [76]. L’idée principale consiste
à calculer une approximation β suffisamment précise d’une racine complexe α de f , et
d’utiliser l’algorithme de réduction de réseau pour calculer le polynôme minimal de α, d’où
la terminologie d’approximant algébrique.

Algorithme 4.3

Entrée : f ∈Z[x], séparable et primitif de degré d> 1, et un entier m6 d− 1.
Sortie : un facteur irréductible de f de degré au plus m s’il existe et sinon rien.

1. Poser M 8 dd+2 ‖f ‖2, c8 2(3/2)d
2+2d−1M3m, ε=2−(2d2+3d+4dlog2M).

2. Calculer β telle qu’il existe une racine α de f avec |β −α|6 ε/(2n ‖f ‖2n).
3. Pour i de 0 à m faire :

Calculer α̃i comme approximation de βi avec
⌈
−1

2
log ε

⌉
bits après la virgule.

4. Construire le réseau L̃c formé à partir des lignes de la matrice suivante :



1 cRe(α̃0) c Im(α̃0)
1 cRe(α̃1) c Im(α̃1)

� 
 


1 cRe(α̃m) c Im(α̃m)




5. Appeler l’algorithme de réduction de base LLL. Notons ṽ le premier vecteur de la
base réduite.

6. Si ‖ṽ ‖26 2M2 alors retourner le polynôme correspondant.
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Pour la preuve que cet algorithme fonctionne correctement et a un coût polynomial nous
renvoyons de lecteur à l’article original [76].

Exemple 4.30. Dans cet exemple nous trouvons une racine de f de façon heuristique en
utilisant la méthode de Newton. Les quantités M , c et ε sont aussi choisies de façon heuris-
tique. Pour le calcul du polynôme minimal de α nous utilisons l’algorithme LLL disponible
dans la librairie lattiz de Mathemagix.

Mmx] use "lattiz"; type_mode? := true;

Mmx] f == polynomial (6 :> Integer, 0, -5, 0, 1)

x4− 5x2+6: Polynomial(Integer)

Mmx] N z == z - evaluate (f, z) / evaluate (derive f, z);

Mmx] a == N N N N N 1.0

1.41421356237303701652: Floating

Mmx] c == 10^5

100000: Integer

Mmx] L == [ 1, 0, c;

0, 1, as_integer trunc (c * a )]
[
1 0 100000
0 1 141421

]
: Matrix(Integer)

Mmx] row_lll L
[
−239 169 149
99 −70 530

]
: Matrix(Integer)

Mmx] L == [ 1, 0, 0, c;

0, 1, 0, as_integer trunc (c * a );

0, 0, 1, as_integer trunc (c * a^2)]



1 0 0 100000
0 1 0 141421
0 0 1 199999


: Matrix(Integer)

Mmx] R == row_lll L



−2 0 1 −1
−129 169 −55 204
−14 −239 176 205


: Matrix(Integer)

Mmx] g == polynomial (@row (R, 0)[0,3])

x2− 2: Polynomial(Integer)

Mmx] f rem g

0: Polynomial(Rational)

Mmx] f div g

x2− 3: Polynomial(Rational)
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4.9 Dérivée logarithmique

L’inconvénient des méthodes précédentes reposant sur l’algorithme de réduction de réseau
est que la taille du plus petit vecteur attendu (en l’occurrence un facteur de f) croît avec le
degré et la taille des coefficients de f . Ces méthodes n’utilisent qu’un seul facteur approché
de f (numérique ou p-adique) et sont par conséquent très utiles pour calculer un facteur
irréductible de petite taille connue à l’avance. En revanche elles n’exploitent pas le fait
que nous pouvons connaître tous les facteurs p-adiques de f . Par ailleurs bien qu’en temps
polynomial, les exposants de la borne de complexité sont plutôt grands et rendent ces
méthodes finalement peu praticables.

Une avancée majeure pour obtenir un algorithme de factorisation dans Q[x] en temps
polynomial efficace en pratique est due à van Hoeij [52]. Cette avancée a été complétée
ensuite par Belabas, van Hoeij,Klüners et Steel [6] puis améliorée parNovocin dans
sa thèse de doctorat [107]. L’idée principale est la suivante : si f se factorise en lc(f) f1� fr
alors l’égalité

f ′= f
f1
′

f1
+� + f

fr
′

fr
,

permet, d’une certaine façon, de « linéariser » le problème. Plus précisément, si F1, 
 ,
Fs sont les facteurs p-adiques unitaires de f , alors pour chaque i ∈ {1, 
 , r}, il existe un
vecteur µi∈ {0, 1}s tel que fi= lc(fr)F1

µi,1
� Fs

µr,s. En prenant la dérivée logarithmique et
en multipliant par f , nous obtenons :

f
fi
′

fi
= µi,1 f

F1
′

F1
+� + µi,s f

Fr
′

Fr
.

Notons σ ∈ N la précision connue pour les facteurs p-adiques, et Gi la préimage de f
F1
′

F1

dans Z[x], telle que Gi= f
F1
′

F1
mod pσ et tous les coefficients de Gi sont dans {0,
 , pσ− 1}.

Il existe un entier c∈Z tel que

f
fi
′

fi
= µi,1G1+� + µi,sGs+ c pσ.

La borne de Mignotte permet de déterminer un entier τ tel que
∥∥∥f fi

′

fi

∥∥∥
∞

< pτ . Si a =
∑

i>0 ai pi est un nombre p-adique, nous notons [a]τ
σ
8

∑
i=τ
σ−1 ai pi−τ ∈ N. Si Q =

∑
i=0
d Qix

i∈Zp[x] alors notons, par extension, [Q]τ
σ
8

∑
i=0
d [Qi]τ

σ xi∈N[x].

Considérons maintenant le développement p-adique de f
fi
′

fi
à la précision pσ : il existe un

polynôme βi∈Z[x] à coefficients 0 ou 1 tel que f
fi
′

fi
+ pτ βi ait tous ses coefficients positifs

et strictement inférieurs à pτ , ce qui permet d’écrire
[
f

fi
′

fi
+ βi

]
τ

σ
=0 et donc

0=

[
f
fi
′

fi
+ pτβi

]

τ

σ

= [µi,1G1+� + µi,sGs+ pτ βi]τ
σ.

À partir de Gi= [Gi]0
τ + [Gi]τ

σ + [Gi]σ
∞, et en posant ςi8 [µi,1 [G1]0

τ +� + µi,s [Gs]0
τ ]τ
σ nous

avons :

[µi,1G1+� + µi,sGs+ pτβi]τ
σ = µi,1 [G1]τ

σ+� + µi,s [Gs]τ
σ+ βi+ ςi

−pσ−τ [µi,1 [G1]τ
σ+� + µi,s [Gs]τ

σ+ βi+ ςi]σ−τ
∞ .
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Si σ > τ nous obtenons finalement des polynômes δi 8 βi + ςi et εi 8 [µi,1 [G1]τ
σ + � +

µi,s [Gs]τ
σ+ βi+ ςi]σ

∞ dans Z[x], de degré au plus d−1, tels que ‖δi‖∞6s+1, ‖εi‖∞6s+2 et

µi,1 [G1]τ
σ+� + µi,s [Gs]τ

σ+ pσ−τ δi= εi. (4.1)

Il est alors naturel de considérer le réseau L engendré par les lignes de la matrice suivante :



1 [G1,0]τ
σ

� [G1,d−1]τ
σ

� 
 


1 [Gs,0]τ
σ

� [Gs,d−1]τ
σ

pσ−τ

�

pσ−τ



.

L’équation (4.1) montre que (µi,1,
 , µi,s, εi,0,
 , εi,d−1) est un vecteur de « petite norme »
dans ce réseau. Pour obtenir un algorithme complet de factorisation il reste à prouver qu’une
base réduite de L permet bien de trouver tous les µi dès que σ est suffisamment grand. La
présente description de l’algorithme est très simplifiée. De nombreuses optimisations sont
importantes pour obtenir une implémentation vraiment efficace. Nous renvoyons le lecteur
aux articles [47, 108, 109].

Exemple 4.31. Dans le calcul suivant nous illustrons la méthode pour la factorisation du
produit des deux premiers polynômes de Swinnerton-Dyer.

Mmx] use "factorix"; p == modulus 9973;

f == swinnerton_dyer_polynomial 2 * swinnerton_dyer_polynomial 3

x12− 50x10+ 753x8− 4520x6+ 10528x4− 6720x2+ 576

Mmx] irreducible_factorization (f mod p)

(x2+ 3391 x+ 342) (x2+ 3391x+1) (x2+ 6582x+ 342) (x2+ 6582x+1) (x2+ 6582x+
9623) (x2+ 3391x+ 9623)

Mmx] f_p == polynomial (p_adic (z, p) | z in @f);

facts_p == map (factor, irreducible_factorization (f_p));

Mmx] G == [(f_p div facts_p[i]) * derive facts_p[i] | i in 0..#facts_p];

Mmx] tau == 3; sigma == 4; s == #G; d == deg f - 1;

L == horizontal_join (

[ if i = j then 1 else 0 | j in 0..s || i in 0..s ],

[ integer (G[i][j][tau, sigma]) | j in 0..d || i in 0..s ])



1 0 0 0 0 0 4366 4827 1629 6630 9707 7406 8181 3859 5821 3109 8349
0 1 0 0 0 0 7641 9972 9540 0 5771 9972 1863 0 6725 9972 8349
0 0 1 0 0 0 8153 5145 499 3342 8123 2566 5279 6113 8788 6863 8349
0 0 0 1 0 0 2331 9972 432 0 4201 9972 8109 0 3247 9972 1623
0 0 0 0 1 0 1819 5145 9473 3342 1849 2566 4693 6113 1184 6863 1623
0 0 0 0 0 1 5606 4827 8343 6630 265 7406 1791 3859 4151 3109 1623




Mmx] L == vertical_join (L, horizontal_join (

[ 0 | j in 0..s || i in 0..d ],

[ if i = j then p^(sigma-tau) else 0 | j in 0..d || i in 0..d ]))
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


1 0 0 0 0 0 4366 4827 1629 6630 9707 7406 8181 3859 5821 3109 8349
0 1 0 0 0 0 7641 9972 9540 0 5771 9972 1863 0 6725 9972 8349
0 0 1 0 0 0 8153 5145 499 3342 8123 2566 5279 6113 8788 6863 8349
0 0 0 1 0 0 2331 9972 432 0 4201 9972 8109 0 3247 9972 1623
0 0 0 0 1 0 1819 5145 9473 3342 1849 2566 4693 6113 1184 6863 1623
0 0 0 0 0 1 5606 4827 8343 6630 265 7406 1791 3859 4151 3109 1623
0 0 0 0 0 0 9973 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 9973 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 9973 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 9973 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 9973 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 9973 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 9973 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 9973 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 9973 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 9973 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 9973




Mmx] R == row_lll L



−1 1 −1 1 −1 −1 1 0 1 2 1 0 1 2 1 0 1
0 −1 0 −1 0 0 1 2 1 0 1 2 1 0 1 2 1

−35 37 85 −37 −81 39 147 −4 136 −4 95 −4 −32 −4 −86 −4 −234

87 −58 −33 59 90 −30 134 −58 244 −57 −194 −58 13 −57 −24 −58 173

−14 10 −87 −11 58 −15 −144 30 −67 29 196 30 −127 29 −297 30 260

−22 −49 151 48 −52 121 210 −98 −9 −99 154 −98 170 −99 −71 −98 133

−91 80 241 −79 −248 84 −56 6 35 7 −106 6 131 7 −53 6 12

−34 −87 −28 89 50 56 −311 −24 184 −22 54 −24 −131 −22 371 −24 −27

131 −8 −119 7 145 −105 −26 −25 −142 −26 −70 −25 445 −26 −33 −25 −26

−232 26 −81 −27 −9 142 53 91 −38 90 −101 91 −194 90 −113 91 −146

15 344 −171 −343 288 102 302 −118 −91 −117 17 −118 4 −117 125 −118 348

−383 23 542 120 339 −240 108 −488 −111 599 52 193 68 −531 −173 377 31

43 −547 −341 −72 −422 −75 33 −523 73 415 195 −171 −22 −667 40 217 8
488 −376 −161 −416 −176 586 73 467 70 593 −215 −709 218 128 −91 −192 27

−535 −309 247 −678 487 −351 169 −655 −297 −413 86 52 82 757 −7 38 105

886 62 −212 −157 155 972 192 −1114 −158 878 24 1036 20 49 −99 6 72

−443 −706 368 −231 287 −561 −31 608 9 394 131 464 −86 −70 −24 −1508 −56




Mmx] R[0,0,2,s]
[
−1 1 −1 1 −1 −1
0 −1 0 −1 0 0

]

Mmx] Hp == facts_p[1] * facts_p[3]

(1 +O(p10)) x4 +O(p10) x3 + (9963+ 9972 p+ 9972 p2 + 9972 p3 + 9972 p4 + 9972 p5 +

9972 p6+ 9972 p7+ 9972 p8+ 9972 p9+O(p10))x2+O(p10)x+1+O(p10)

Mmx] reconstruct u == {

x == integer u[0,3];

if x > 9973^3 div 2 then x - 9973^3 else x; };

Mmx] g == polynomial (@map (reconstruct, [@Hp]))

x4− 10x2+1

Mmx] f rem g

0

Mmx] f div g

x8− 40x6+ 352x4− 960x2+ 576
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Défi 4.1. L’algorithme PSLQ conçu par Ferguson et Bailey au début des années 90 [28]
permet de calculer une relation entière non triviale de petite taille entre plusieurs nombres
(entiers ou décimaux en fixant la précision souhaitée) ou bien de prouver qu’il n’en existe pas
d’une norme inférieure à une valeur donnée en entrée de l’algorithme. Pour une description
précise de l’algorithme nous renvoyons le lecteur à [13, Appendix B]. Des résultats récents
sur la complexité de PSLQ et son lien avec l’algorithme de réduction de réseau se trouvent
dans l’article [18].

Mmx] use "lattiz"

Mmx] pslq ([100, 150, 200], 5)

[1,−2, 1]

Sachant que les relations µi qui interviennent dans le problème de factorisation ne font
intervenir que des 0 et des 1, est-il possible de tirer parti de PSLQ pour obtenir une meilleure
borne de complexité, ou bien de meilleures performances pratiques ?

4.10 Extension algébrique

Dans cette section nous supposons que nous disposons d’un algorithme de factorisation dans
K[x] et nous expliquons comment déduire un algorithme de factorisation dans K(α)[x],
lorsque α est algébrique surK. SiK est un corps fini, alorsK(α) est aussi fini et les méthodes
du chapitre précédent s’appliquent. Nous pouvons donc supposer que K est infini.

Supposons d’abord que α est séparable, de polynôme minimal q sur K. Soit f ∈K[x, y]
tel que f(x, α) est séparable. La factorisation de f(x, α) dans K(α)[x] correspond à
la décomposition en irréductibles de l’idéal I 8 (q(y), f(x, y)) de K[x, y]. Comme K

est infini, nous pouvons trouver λ ∈ K et construire un isomorphisme entre K[x, y]/I
et K[z]/(Q(z)), où Q est le polynôme minimal de u 8 x + λ y dans K[x, y]/I. Notons
vx ∈ K[z] et vy ∈ K[z] les polynômes de degré strictement inférieur au degré de Q et tels
que x= vx(u) et y = vy(u) dans K[x, y]/I . Notons Q1, 
 , Qr les facteurs irréductibles de
Q. Les facteurs irréductibles f1(x, α),
 , fr(x, α) de f(x, α) peuvent être calculés comme
fi(x, α) = gcd (f(x, α), Qi(x+ λ α)). Cette technique est détaillée dans de livre [144]. Sa
mise en pratique en calcul formel semble remonter au travaux de Trager [140, 141].

Si α est inséparable surK, sans perte de généralité, nous pouvons nous ramener au cas où
αp=a∈K et α � K. Une première stratégie consiste à réorganiser la présentation de K(α)
sur son sous-corps premier de sorte à éviter les extensions inséparables. Cette technique est
détaillée par exemple dans le livre [84, ChapterVIII, Section 4]. Une autre approche consiste
à factoriser g(xp)8 f p(x)∈K[xp] : pour chaque facteur gi de g, soit gi(xp) est la puissance
p-ième d’un facteur irréductible de f dans K(α)[x], soit gi(xp) est un facteur irréductible de
f dans K(α)[x]. Cette approche est simple à mettre en œuvre mais requiert que l’extraction
de racines p-ièmes dans n’importe quelle extension algébrique de K soit disponible.
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5

Polynômes à deux variables

Dans ce chapitre nous nous intéressons à la factorisation d’un polynôme F ∈K[x, y], où K

est un corps commutatif quelconque en supposant que nous disposons déjà d’algorithmes
pour factoriser dans K[y]. Notons dx le degré de F en la variable x et dy celui en la variable
y. Nous supposons que F est primitif et séparable vu comme polynôme de K[x][y]. Cette
dernière hypothèse revient à réaliser un certain nombre de calculs de p.g.c.d. dans K[x],
ce qui peut être réalisé au moyen d’algorithmes rapides sans hypothèse particulière sur K,
comme expliqué dans le deuxième chapitre.

5.1 Notations

Les facteurs irréductibles de F sont notés F1, 
 , Fr. Le coefficient de tête lcy(F ) de F vu
comme polynôme de K[x][y] est noté c. Les coefficients de têtes lcy (Fi) sont notés ci. Afin
de simplifier la présentation nous supposons aussi que les coefficients de têtes de c et des ci
sont tous 1.

Supposons maintenant que l’on peut trouver un point a ∈ K tel que F (a, y) reste de
degré dy et séparable. Quitte à appliquer une translation à la variable x, nous pouvons alors
calculer les facteurs irréductibles de F dans K[[x]][y], que nous notons F1,
 ,Fs et appelons
facteurs analytiques par opposition aux facteurs rationnels Fi. Pour chaque i ∈ {1, 
 , r},
nous associons l’unique vecteur µi∈{0, 1}s défini par Fi= ci

∏
j=1
s Fj

µi,j. Nous examinerons
plus tard la situation où K est trop petit pour garantir de trouver un tel point a, mais en
attendant nous supposerons les hypothèses suivantes satisfaites :

(N)





deg (F (0, y))= dy,

Res
(
F (0, y),

∂F

∂y
(0, y)

)
� 0,

F est primitif vu dans K[x][y].

Si A =
∑

i,j>0 ai,j x
i yj représente un polynôme de K[[x]][y] alors nous notons [A]k

l la

projection sur K[x, y] suivante :

[A]k
l
8

∑

k6i6l−1,j>0

ai,jx
i yj.

Nous introduisons aussi les produits partiels suivants :

F̂i8

∏

j=1,j� i

r

Fj=
F
Fi

, F̂i8 c
∏

j=1,j� i

s

Fj=
F
Fi
.
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Le calcul des µi à partir des Fi est appelé le problème de recombinaison des facteurs analy-
tiques. Les Fi peuvent être calculés à partir de la factorisation de F (0, y) et de la remontée
de Newton-Hensel présentée dans le chapitre précédent.

Le premier algorithme (en temps exponentiel) semble remonter aux travaux de Kro-
necker. L’idée était de factoriser F

(
ydy+1, y

)
puis de chercher parmi toutes les recombinai-

sons possibles celle donnant Fi

(
ydy+1, y

)
. Dans ce chapitre nous nous concentrerons

principalement sur les techniques utilisant la remontée de Newton-Hensel. Pour des détails
historiques concernant la factorisation des polynômes à plusieurs variables nous renvoyons
le lecteur aux livres [44, 97, 155], mais aussi vers les articles [21, 35, 41, 58, 67, 68, 69, 70].

5.2 Recherche exhaustive

Tout comme dans le cas de la factorisation dans Q[x] vue dans le chapitre précédent, une
première solution pour trouver comment les facteurs analytiques se recombinent en les
facteurs rationnels consiste à énumérer tous les sous-ensembles de {1, 
 , s} par cardinal
croissant de 1 à ⌈s/2⌉. La situation est en fait plus simple qu’avec Q[x] puisque le degré
partiel des facteurs de F en x ne dépasse pas dx. Au lieu de décrire à nouveau la méthode,
nous l’illustrons sur l’exemple suivant.

Exemple 5.1.

Mmx] use "factorix";

p == modulus 101; x == polynomial (0, 1);

F == polynomial ((-x^2 - x^4) mod p, (2 + 2*x^2) mod p,

polynomial (-1) mod p, polynomial (-2) mod p,

polynomial (1) mod p)

y4+ 99 y3+ 100 y2+(2x2+2) y+ 100x4+ 100x2

Mmx] set_variable_name (series (@(x mod p)), ’x);

set_variable_name (polynomial series (@(x mod p)), ’y);

Fs == polynomial (series (@z) | z in @F)

(1+O(x10)) y4+ (99+O(x10)) y3+ (100+O(x10)) y2+ (2+ 2 x2+O(x10)) y+ 100x2+

100x4+O(x10)

Mmx] fs == irreducible_factorization (Fs)

((1 +O(x10)) y + 50 x2+ 63 x4+ 82 x6+ 26 x8+O(x10)) ((1 +O(x10)) y + 99+ 51 x2 +
38 x4 + 19 x6 + 75 x8 + O(x10)) ((1 + O(x10)) y + 100+ 50 x2 + 38 x4 + 82 x6 + 75 x8 +

O(x10)) ((1+O(x10)) y+1+ 51x2+ 63x4+ 19x6+ 26x8+O(x10))

Mmx] Gs == factor (fs[0]) * factor (fs[1])

(1+O(x10)) y2+(99+O(x10)) y+x2+O(x10)

Mmx] G == polynomial (Gs[i][0,4] | i in 0..#Gs)

y2+ 99 y+x2

Remarque 5.2. Cette méthode par recherche exhaustive peut être améliorée avec des techni-
ques similaires au cas de Q[x]. Par exemple pour vérifier qu’un produit partiel de facteurs
analytiques ne conduit pas à un facteur rationnel nous pouvons nous contenter de n’en
calculer qu’une partie. D’autre part nous pouvons essayer plusieurs points a et choisir celui
qui implique le moins de facteurs analytiques.
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Rappelons que l’utilisation de la remontée de Newton-Hensel en calcul formel pour
factoriser les polynômes est apparue à la fin des années soixante dans les travaux de Zassen-
haus [151]. L’application à plusieurs variables a commencé dans les travaux [100, 145, 146].
Pendant longtemps l’étape de recombinaison a été effectuée par la méthode de recherche
exhaustive que nous venons d’illustrer. Son coût est exponentiel dans le pire des cas. Néan-
moins, si K est un corps fini, en moyenne sur l’ensemble des polynômes, son coût est
essentiellement quadratique [36].

5.3 Temps polynomial

Les premiers algorithmes en temps polynomiaux sont dus à Kaltofen au début des
années 80. Plusieurs autres auteurs ont contribué à ce problème pour couvrir les corps
de coefficient usuels : Chistov, von zur Gathen, Grigoriev et Lenstra. Tout comme
dans le cas de la factorisation dans Q[x], ces algorithmes calculent un facteur rationnel
à partir d’un seul facteur analytique, sans utiliser la totalité de la décomposition ana-
lytique. Les exposants des bornes de complexité sont plutôt élevés et l’efficacité pratique
n’est pas très spectaculaire par rapport à la recherche exhaustive en moyenne.

La première réduction de la factorisation de deux à une variable en temps quasi-quadra-
tique, pour la caractéristique nulle ou suffisamment grande, est due à Shuhong Gao [34],
en utilisant la factorisation absolue. Dans le présent chapitre nous nous concentrons sur les
méthodes utilisant la remontée de Newton-Hensel, qui conduisent aux meilleures bornes de
complexité connues à l’heure actuelle. Ces méthodes ont été étudiées par Musser [100],
Wang et Rothschild [146], puis Wang [145], von zur Gathen [38, 39], Bernardin et
Monagan [9].

Dans les articles [124, 125, 126], Sasaki et ses collaborateurs avaient étudié une méthode
pour ramener le problème de recombinaison des facteurs analytiques à de l’algèbre linéaire,
mais malheureusement sans prouver de borne de coût polynomiale (cf . exemple dans l’intro-
duction de l’article [15]). Une variante de leur algorithme a néanmoins conduit à une borne
polynomiale grâce aux travaux de Belabas, van Hoeij, Klüners et Steel [6]. L’idée
est de construire un système linéaire dont les solutions fournissent les vecteurs µi, à partir
d’une factorisation analytique à une précision σ > d (d − 1) + 1 où d est le degré total de
F . Cette borne inférieure de précision se trouve être essentiellement nécessaire lorsque K

est de petite caractéristique positive. Dans les paragraphes suivants nous présentons cette
méthode, mais en exprimant la borne en fonction des degrés partiels dx et dy de F .

À partir de la dérivée logarithmique de la formule Fi= ci
∏

j=1
s Fj

µi,j nous avons :

∂Fi

∂y

Fi
=
∑

j=1

s

µi,j

∂Fj

∂y

Fj
, et donc F̂i

∂Fi

∂y
=
∑

j=1

s

µi,j F̂j
∂Fj

∂y
. (5.1)

Comme le degré partiel en x de F̂i
∂Fi

∂y
est au plus dx, la dernière inégalité conduit au système

linéaire suivant, en les inconnues ℓ1,
 , ℓs, et dont les vecteurs µi sont solutions :

∑

j=1

s

ℓj F̂j
∂Fj

∂y



dx+1

σ

=0. (5.2)

Proposition 5.3. Si σ>dx (2 dy−1)+1, alors µ1,
 , µr forment la base échelonnée réduite
(à une permutation près) de l’espace des solutions de ( 5.2).
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Démonstration. Soit ℓ1,
 , ℓs des valeurs solution du système, et posons

G8


∑

j=1

s

ℓj F̂j
∂Fj

∂y



0

dx+1

∈K[x, y].

Considérons le résultant R(x)8 Resy
(
F (x, y), ℓ1

∂F

∂y
(x, y) − G(x, y)

)
∈ K[x]. Comme le

degré partiel de G en y est au plus dy−1, le degré de R est au plus dx (2 dy−1). Par ailleurs
nous avons

R(x) = cdy−1
∏

j=1

s

Resy

(
Fj , ℓ1

∂F
∂y

(x, y)−G(x, y)

)

= cdy−1
∏

j=1

s

Resy

(
Fj , (ℓ1− ℓj) F̂j

∂Fj

∂y
(x, y)

)
+O(xσ)

= 0+O(xσ).

Donc, si σ > deg (R) alors R= 0. Comme F (0, y) est séparable, nous déduisons aussi que∏
j ,ℓj=ℓ1

Fj est le p.g.c.d. de F et ℓ1
∂F

∂y
(x, y) − G(x, y) et donc un produit de facteurs

irréductibles de F . En d’autres termes, en répétant cette opération pour chaque ℓj (à la
place de ℓ1), nous obtenons que (ℓ1,
 , ℓs) est bien une combinaison linéaire des µi. �

Dans l’article [15], en notant d le degré total de F , il a été prouvé que la borne en
précision dx (2 dy − 1) + 1 peut être ramenée à 3 d − 2 si la caractéristique de K est nulle
ou au moins d (d − 1) + 1. Dans l’article [85], un autre système linéaire nécessitant une
précision 2 d a été proposé sous les même hypothèses. Nous ne présentons pas ces variantes
ici. Dans les prochaines sections nous montrons une approche sensiblement différente, issue
de l’article [88] utilisant une précision dx+1, sans hypothèse sur la caractéristique.

5.4 Espace des résidus

À partir de maintenant, les objets centraux que nous allons étudier sont les polynômes
suivants :

Gi8

[
F̂i

∂Fi

∂y

]

0

dx+1

, pour tout i∈ {1,
 , s}.

La méthode que nous présentons ici se réduit presque essentiellement à résoudre un pro-
blème linéaire construit à partir des polynômes Gi. Le calcul de ces derniers nécessite la
factorisation irréductible de F (0, y), et une remontée de Hensel de ces facteurs à la précision
O(x2dx+1), qui correspond essentiellement à la précision à atteindre dans le pire des cas par
la méthode de recherche exhaustive des recombinaisons, et qui peut se faire en temps quasi-
linéaire.

Le K-espace vectoriel des polynômes de degré au plus k en x et au plus l en y est noté
K[x, y]k,l. Soit F un sous-corps de K, introduisons :

LF8

{
(ℓ1,
 , ℓs)∈Fs

P

∑

i=1

s

ℓiGi∈
〈
F̂1

∂F1

∂y
,
 , F̂r

∂Fr

∂y

〉

F

}
,
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où
〈
F̂1

∂F1

∂y
, 
 , F̂r

∂Fr

∂y

〉
F

représente le F-espace vectoriel engendré par les polynômes

F̂1
∂F1

∂y
,
 , F̂r

∂Fr

∂y
. La connaissance de LF résout le problème de recombinaison :

Lemme 5.4. Les vecteurs µ1, 
 , µr forment la base échelonnée réduite de LF (à une
permutation près).

Démonstration. Soit i ∈ {1, 
 , r}. Puisque degy (F1) + � + degy (Fr) = dy, degy
(

∂Fi

∂y

)
6

degy (Fi) − 1, degx (F1) + � + degx (Fr) = dx, et degx
(

∂Fi

∂y

)
6 degx (Fi), nous obtenons

F̂i
∂Fi

∂y
∈K[x, y]dx,dy−1. À partir de l’équation (5.1), nous déduisons :

F̂i
∂Fi

∂y
=

[
F̂i

∂Fi

∂y

]

0

dx+1

=


∑

j=1

s

µi,j F̂j
∂Fi

∂y



0

dx+1

=
∑

j=1

s

µi,jGj. (5.3)

Puisque µi ∈ {0, 1}s ⊆ Fs, nous avons µi ∈ LF. Par l’hypothèse (N), les polynômes G1(0,
y), 
 ,Gs(0, y) sont linéairement indépendants sur F, il en est donc de même pour G1,
 ,

Gs. Par le même argument, F̂1
∂F1

∂y
, 
 , F̂r

∂Fr

∂y
sont aussi linéairement indépendants sur F.

Par conséquent LF a bien pour dimension r. �

Considérons un s-uplet (ℓ1,
 , ℓs)∈Fs et posons G8

∑
i=1
s ℓiGi. Notons ρ1,
 , ρdy les

résidus de G/F définis par :

G
F
=
∑

i=0

dy
ρi

(y− ϕi)
, (5.4)

où ϕ1,
 , ϕdy représentent les racines de F dans une clôture algébrique de K(x).

Lemme 5.5. Si (ℓ1,
 , ℓs)∈LF, alors ρ1,
 , ρdy appartiennent tous à F. Réciproquement,
si ρ1,
 , ρdy appartiennent tous à K̄, alors (ℓ1,
 , ℓs)∈LF.

Démonstration. Par définition, si (ℓ1, 
 , ℓs) ∈ LF alors G est une combinaison linéaire sur
F des F̂i

∂Fi

∂y
. Puisque, pour tout i, les résidus de F̂i

∂Fi

∂y
/F =

∂Fi

∂y
/Fi sont tous dans {0, 1},

tous les ρi appartiennent à F. Réciproquement, supposons que tous les ρi soient dans K̄.
En remplaçant x par 0 dans l’égalité (5.4) nous obtenons

G(0, y)

F (0, y)
=
∑

i=1

dy
ρi(0)

y− φi(0)
=
∑

j=1

s

ℓj

∂Fj

∂y
(0, y)

Fj(0, y)
,

de sorte que l’hypothèse (N) implique que ρi= ρi(0)= ℓj dès que Fj(0, φi(0))= 0, d’où

G=
∑

j=1

s

ℓj F̂i
∂Fi

∂y
.

Soient i et j dans {1,
 , s} tels que Fi et Fj divisent le même facteur irréductible Fk de F

pour un certain k ∈ {1,
 , r}. Par construction, Fi et Fj divisent respectivement ℓi
∂F

∂y
−G

et ℓj
∂F

∂y
−G dans K[[x]][y]. Puisque ces deux derniers polynômes sont dans K[x, y], ils sont

multiples de Fk. Par conséquent, Fi divise ℓj
∂F

∂y
−G dans K[[x]][y], d’où ℓi= ℓj puisque

∂F

∂y

est inversible modulo Fi par l’hypothèse (N). Au final, (ℓ1,
 , ℓs) est une combinaison linéaire
sur F des µi. Le conclusion vient alors du lemme 5.4. �
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5.5 Caractéristique zéro

En caractéristique 0, pour assurer que tous les ρi sont dans K̄, il suffit de garantir que tous
les ρi

′ sont identiquement nuls. En posant

D: K[x, y]dx,dy−1→K[x, y]3dx−1,3dy−3

G�

(
∂G
∂x

∂F
∂y

− ∂G
∂y

∂F
∂x

)
∂F
∂y

−
(

∂2F
∂x y

∂F
∂y

− ∂2F

∂y2
∂F
∂x

)
G,

les ρi
′ peuvent être calculés comme suit :

ρi
′=

d
dx


 G(x, φi(x))

∂F

∂y
(x, φi(x))




=

∂G

∂x
(x, φi(x))+

∂G

∂y
(x, φi(x)) φi

′(x)
∂F

∂y
(x, φi(x))

−
∂2F

∂x y
(x, φi(x))+

∂2F

∂y2
(x, φi(x)) φi

′(x)
∂F

∂y
(x, φi(x))2

G(x, φi(x))

=
D(G)(x, φi(x))
∂F

∂y
(x, φi(x))3

,

puisque φi
′(x)=−∂F

∂x
(x, φi(x))/

∂F

∂y
(x, φi(x)). Vérifier que tous les ρi

′ sont identiquement nuls

revient à tester que F divise D(G) dans K[[x]][y]. Rappelons que cette division est bien
définie puisque c est supposé inversible dans K[[x]] par l’hypothèse (N). Le lemme suivant
nous fournit un algorithme pour tester cette dernière divisibilité.

Lemme 5.6. Soient Q et R le quotient et le reste de la division de D(G) par F dans
K[[x]][y], de sorte que nous ayons D(G) = Q F + R, avec degy (R) 6 dy − 1. Alors, sous

l’hypothèse (N), F divise D(G) dans K[[x]][y] si, et seulement si, [Q]2dx
3dx= [R]0

3dx=0.

Démonstration. Supposons que F divise D(G) dans K[[x]][y]. Alors R= 0 et D(G) = QF
dansK[[x]][y]. Puisque D(G) et F sont des polynômes alors Q∈K(x)[y] et D(G)=Q F dans
K(x)[y]. Soit a∈K[x] et A∈K[x, y] tels que Q=A/a. Nous pouvons écrire aD (G)=AF
dans K[x][y]. Puisque F est primitif par l’hypothèse (N), le lemme de Gauss [84, Chapter
IV, Theorem 2.1] implique que a divise le contenu de A. Par conséquent Q appartient à
K[x, y], d’où degx (Q) 6 2 dx − 1. Réciproquement, supposons [Q]2dx

3dx = [R]0
3dx = 0. Alors

nous avons D(G)= [Q]
0

2dxF dans K[[x]]/(x3dx)[y]. Puisque degx ([Q]0
2dxF )6 3 dx− 1, nous

en déduisons que D(G)=[Q]0
2dx F dans K[x, y], et donc que F divise D(G) dansK[[x]][y]. �

Lorsque p>0 nous écrivons K̄[[xp]] pour l’anneau des séries formelles en xp à coefficients
dans K̄. Lorsque p=0, par convention, nous posons K̄[[x0]]8 K̄. Le lemme 5.6 nous incite
à examiner les applications suivantes :

D: K[x, y]dx,dy−1→K[x, y]dx−1,2dy−3×K[x, y]3dx−1,dy−1

G� ([Q]2dx
3dx/x2dx, [R]0

3dx),

DF: Fs→K[x, y]dx−1,2dy−3×K[x, y]3dx−1,dy−1

(ℓ1,
 , ℓs)� D

(
∑

i=1

s

ℓiGi

)
.
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Nous introduisons l’hypothèse suivante, qui nous permet de distinguer par la suite le cas de
la caractéristique nulle ou suffisamment grande du cas de la petite caractéristique positive :

(C) K est de caractéristique 0 ou au moins dx (2 dy− 1)+ 1.

Proposition 5.7. Nous avons 〈µ1, 
 , µr〉F ⊆ ker (DF). Réciproquement, si (ℓ1, 
 , ℓs)

appartient à ker (DF) alors ρ1,
 , ρdy appartiennent à K̄[[xp]]. De plus, si (C) est satisfaite
alors µ1,
 , µr est la base échelonnée réduite de ker (DF) (à une permutation près).

Démonstration. Le lemme 5.6 se reformule comme suit : (ℓ1,
 , ℓs) appartient à ker(DF) si, et

seulement si, ρ1,
 , ρdy appartiennent tous à K̄[[xp]]. Si (ℓ1,
 , ℓs)= µj alors on a G= F̂j
∂Fj

∂y

par (5.3), et donc tous les ρj sont dans {0, 1}, d’où l’inclusion 〈µ1, 
 , µr〉F ⊆ ker (DF).
Soit (ℓ1, 
 , ℓs) ∈ ker (DF) et supposons que (C) soit satisfaite. Pour prouver que (ℓ1, 
 ,
ℓs) ∈ 〈µ1, 
 , µr〉F, il suffit de prouver que tous les ρi sont dans K̄, grâce aux lemmes 5.4
et 5.5. Le cas où p=0 est clair. Nous pouvons supposer maintenant que p>dx (2 dy−1)+1.
Soit i∈{1,
 , dy} et soit A∈ K̄[x, y] l’unique facteur irréductible de F dans K̄[x, y] tel que
A(x, φi)=0. Le résultant

B8 Resy

(
A, ρi(0)

∂F
∂y

−G

)
∈ K̄[x]

a pour degré au plus dx (2 dy−1) et appartient à (xp). Il est donc nul puisque p>deg(B)+1.

Par conséquent A divise ρi(0)
∂F

∂y
− G dans K̄[[x]][y], et donc ρi(0) = G(x, φi)/

∂F

∂y
(x,

φi)= ρi. �

Remarque 5.8. Si F est séparable en y, si G∈K[x, y]dx,dy−1 et si H ∈K[x, y]dx−1,dy vérifient

∂
∂x

(
G
F

)
=

∂
∂y

(
H
F

)
, (5.5)

alors, en écrivant G

F
=
∑

i=0
dy ρi

(y− ϕi)
et H

F
=
∑

i=0
dy σi

(y− ϕi)
, nous obtenons

∑

i=0

dy (
ρi
′

y− ϕi
− ρiϕi

′

(y− ϕi)2

)
=−

∑

i=0

dy
σi

(y− ϕi)2
,

ce qui implique que tous les ρi
′ sont nuls et donc que ρi∈ K̄. Ceci fournit une autre méthode

pour résoudre le problème de recombinaison comme expliqué dans l’article [85].
Par ailleurs la formule (5.5) définit un système linéaire dont les inconnues sont les coef-

ficients de G et H. En caractéristique 0 ou suffisamment grande, une base des solutions
correspond à une base du premier groupe de cohomologie de De Rham du complémentaire
de l’hypersurface définie par F = 0. Dans l’article [35], Shuhong Gao a montré com-
ment calculer une telle base efficacement et a proposé un algorithme pour en déduire la
décomposition irréductible de F dans K̄[x, y], qui est appelée la décomposition en facteurs
absolument irréductibles de F . L’algorithme de Shuhong Gao est dans la veine des travaux
de Ruppert [122, 123] sur les tests d’irréductibilité. Mentionnons que les résultats de
Ruppert sont aussi présentés dans le livre de Schinzel [127, Chapter V]. Pour un bref
historique sur le sujet nous renvoyons aussi le lecteur à l’article [23], qui contient par ailleurs
un autre algorithme de factorisation absolue inspiré de la méthode de remontée de Newton-
Hensel. D’autres méthodes pour la factorisation absolue ont été proposées dans [19, 20, 22].
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5.6 Caractéristique positive

La proposition 5.7 réduit le problème de recombinaison à de l’algèbre linéaire sous l’hypo-
thèse (C). Dans cette section nous examinons le cas où (C) n’est pas satisfaite. Nous prenons
pour F le sous-corps premier Fp de K, et utiliserons les applications F-linéaires suivantes,
construites à partir des opérateurs de Berlekamp et Niederreiter introduits au chapitre 3:

B: K[x, y]dx,dy−1→K(x)[y]/(F ) N: K[x, y]dx,dy−1→K[x, yp]pdx,dy−1

G� Gp−
(
∂F
∂y

)
p−1

G G� Gp+
∂p−1

∂yp−1(F
p−1G).

Ici K[x, yp]pdx,dy−1 doit être lu comme l’espace des polynômes en x et yp de degré au plus

p dx en x et au plus dy − 1 en yp. Soulignons que N est bien défini puisque ∂

∂y
N(G) = 0.

Comme pour DF, nous nous intéressons aux noyaux des applications F-linéaires suivantes :

BF: Fs→K(x)[y]/(F ) NF: Fs→K[x, yp]pdx,dy−1

(ℓ1,
 , ℓs)� B

(
∑

i=1

s

ℓiGi

)
(ℓ1,
 , ℓs)� N

(
∑

i=1

s

ℓiGi

)
.

Soit (ℓ1,
 , ℓs)∈Fs, G8

∑
i=1
s ℓiGi, et continuons de noter ρ1,
 , ρdy les résidus de G/F .

Proposition 5.9. µ1,
 , µr est la base échelonnée réduite de ker (BF)= ker (NF).

Démonstration. La proposition 3.2 appliquée à F vu comme polynôme de K(x)[y] nous
donne que ker (BF)=ker (NF), et que (ℓ1,
 , ℓs) appartient à ces noyaux si, et seulement si,
tous les ρi appartiennent à F. Le résultat est donc une conséquence des lemmes 5.4 et 5.5. �

La proposition 5.9 ne fournit pas directement une façon satisfaisante pour résoudre le
problème de recombinaison car elle induit un système linéaire de taille croissant linéairement
en p. Le lemme suivant explique comment réduire la taille de ce système.

Lemme 5.10. Si (ℓ1,
 , ℓs)∈ ker (DF) alors NF(ℓ1,
 , ℓs) appartient à K[xp, yp]dx,dy−1.

Démonstration. Si (ℓ1,
 , ℓs)∈ ker (DF) alors ρ1,
 , ρdy appartiennent tous à K̄[[xp]] par la
proposition 5.7. Par conséquent l’égalité (3.1) se réécrit en

N(G)=F p

(
∑

i=1

dy
ρi
p− ρi

(y− φi)
p

)
,

ce qui donne NF(ℓ1,
 , ℓs)=N(G)∈K[xp, yp]dx,dy−1. �

Soit ∆y(x) le discriminant de F en y, c’est-à-dire Resy
(
F (x, y),

∂F

∂y
(x, y)

)
.

Proposition 5.11. Soit S un sous-ensemble de K̄ contenant dx + 1 points, et supposons
(ℓ1,
 , ℓs)∈ ker (DF). Alors nous avons l’équivalence suivante :

NF(ℓ1,
 , ℓs)= 0� ∀a∈S,NF(ℓ1,
 , ℓs)(a, y)= 0.
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De plus, si c(a)∆y(a)� 0 pour tout a∈S, alors cette équivalence reste vraie en remplaçant
NF par BF.

Démonstration. Comme l’application z� zp est injective dans K̄, l’annulation de N(G) peut
être testée avec seulement dx+1 valeurs de spécialisation pour x par le lemme 5.10. Par la
proposition 3.2, l’égalité B(G) = 0 est équivalente à N(G) = 0. En appliquant à nouveau la
même proposition 3.2 à F (a, y), l’égalité B(G)(a, y) = 0 est équivalente à N(G)(a, y) = 0,
pour n’importe quelle valeur de a∈ K̄ qui satisfait c(a)∆y(a)� 0. �

5.7 Algorithme de recombinaison

Les propositions 5.7, 5.9 et 5.11 conduisent à l’algorithme de recombinaison suivant :

Algorithme 5.1

Entrée : F ∈K[x, y] satisfaisant (N), et F1,
 ,Fs à la précision (xdx+1).
Sortie : µ1,
 , µr.

1. Pour chaque i ∈ {1, 
 , s}, calculer F̂i comme le quotient de F par Fi à précision
(xdx+1).

2. Calculer F̂1
∂F1

∂y
,
 , F̂s

∂Fs

∂y
à précision (xdx+1) et déduire G1,
 ,Gs.

3. Calculer D(G1),
 ,D(Gs).
4. Calculer la base échelon réduite µ̃1,
 , µ̃t du système linéaire suivant dans les incon-

nues (ℓ1,
 , ℓs)∈Fs :
∑

i=1

s

ℓiD(Gi)= 0. (5.6)

Si (C) est vraie alors retourner µ̂1,
 , µ̂t.
5. Pour tout i∈{1,
 , t}, calculer G̃i=

∑
j=1
s µ̃i,jGj.

6. Si p divise dx+ 1 alors poser e8 dx+2, sinon poser e8 dx+1. Soit ζ la classe de
z dans K[z]/(ze− 1). Calculer N(G̃1)(ζ , y),
 ,N(G̃t)(ζ , y).

7. Calculer une base ν1,
 , νr des solutions du système linéaire suivant dont les inconnues
sont (ℓ1,
 , ℓt)∈Ft :

∑

i=1

t

ℓiN(G̃i)(ζ , y)= 0. (5.7)

8. Calculer et retourner la base échelonnée réduite de 〈∑j=1
t νi,j µ̃j P i∈{1,
 , r}〉F.

Proposition 5.12. Sous l’hypothèse (N) l’algorithme 5.1 est correct.

a) Si (C) est satisfaite alors l’algorithme 5.1 effectue O(dx dy sω−1 + s M(dx) M(dy))
opérations dans K.

b) Si (C) n’est pas satisfaite alors l’algorithme 5.1 effectue

O(M(dx) (dy
2 sω−2+M(dy) (s log s+ dy+ log (dx dy))+ s dy log (dx dy)))

opérations dans K plus O(max (eD, eN, s) sω−1) opérations dans Fp, où eD and eN repré-
sentent le nombre d’équations constituant respectivement les systèmes ( 5.6) et ( 5.7).
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Démonstration. Sous l’hypothèse (C) la proposition 5.7 nous donne 〈µ̃1,
 , µ̃t〉= 〈µ1,
 , µr〉.
Sinon, sans l’hypothèse (C) la proposition 5.7 nous donne seulement 〈µ1,
 , µr〉F⊆〈µ̃1,
 ,
µ̃t〉F, ce qui implique que 〈µ1, 
 , µr〉F est le noyau de la restriction de NF à 〈µ̃1, 
 , µ̃t〉F
par la proposition 5.9. Puisque e est choisi de sorte que ze − 1 admette e> dx + 1 racines
distinctes de K̄, calculer dans K̄[z]/(ze − 1) revient à calculer avec e valeurs distinctes de
x en parallèle dans l’étape 6. Par conséquent la proposition 5.11 implique que ν1,
 , νr est
une base du noyau de cette restriction exprimée dans les coordonnées µ̄1, 
 , µ̄t. La base
échelonnée réduite de l’étape 8 est donc bien µ1,
 , µr.

Analysons maintenant le coût de l’algorithme. Tester si (C) est satisfaite ou non, et
obtenir la caractéristique p de K le cas échéant nécessite O(dx dy) opérations dans K. Les
étapes de 1 à 3 prennent O(sM(dx)M(dy)) opérations dans K. Si (C) est satisfaite alors le
système linéaire (5.6) implique s inconnues et O(dx dy) équations. Sa résolution nécessite
donc O(dx dy sω−1) opérations dans K par la proposition 1.30. Ceci achève la preuve de la
partie (a).

Supposons maintenant que (C) ne soit pas satisfaite. La résolution du système
linéaire (5.7) prend maintenant O(max (eD, s) sω−1) opérations dans F par le corollaire 1.30.
Dans l’étape 5, le calcul de chaque G̃i peut-être réalisé au moyen de la technique de l’arbre
des sous-produits utilisant O(M(dx)M(dy) log s) opérations dans K.

Par la proposition 3.9 le coût de l’étape 6 tombe dans

O(M(dx) (M(dy) (dy+ log p)+ dy
2 tω−2+ t dy (log dx+ log p))).

La résolution du système linéaire (5.7) coûte O(max (eN, t) tω−1) opérations dans F par le
corollaire 1.30. Dans l’étape 8 le produit de matrices et le calcul de la forme échelonnée
réduite consomme O(sω) opérations dans F grâce au lemme 1.29. Finalement la partie (b)
s’obtient en prenant la somme des coûts de toutes les étapes en prenant en compte log (p)∈
O(log (dx dy)). �

Corollaire 5.13. Si K8 Fpk alors l’algorithme 5.1 nécessite Õ(k dx dy
ω) opérations dans

Fp.

Démonstration. Ce résultat est une conséquence de la proposition précédente puisque eD∈
O(k dx dy) et eN∈ (k dx dy). �

5.8 Algorithme de factorisation

Dans l’algorithme suivant nous résumons les différentes étapes nécessaires à la factorisation
de polynômes primitifs et séparables en y.

Algorithme 5.2

Entrée : F ∈K[x, y] primitif et séparable en y.
Sortie : les facteurs irréductibles F1,
 , Fr de F .

1. Trouver b∈K tel que F (b, y) est séparable de degré dy. Remplacer F par F (x+ b, y).
2. Calculer la factorisation irréductible de F (0, y).
3. Calculer F1,
 ,Fs à la précision (x2dx+1) par remontée de Newton-Hensel.
4. Recombiner les facteurs analytiques au moyen de l’algorithme 5.1 de sorte à obtenir

les facteurs irréductibles F1,
 , Fr de F .
5. Pour tout i∈{1,
 , r} remplacer Fi par Fi (x− b, y).
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Proposition 5.14. Si F est primitif et séparable en y, et que K contient au moins 2 dx dy+
1 éléments, alors l’algorithme 5.2 est correct et utilise une factorisation irréductible dans
K[y] en degré dy, plus

a) si (C) est satisfaite, O(dx dy
ω) opérations dans K ;

b) sinon, si K8 Fpk, Õ(k dx dy
ω) operations dans Fp.

Démonstration. Puisque deg (c∆y)6 2 dx dy, l’hypothèse sur le cardinal de K nous assure
de trouver une valeur b convenable. Cette recherche utilise Õ(dx dy

2) opérations via les
algorithmes rapides d’évaluation en plusieurs points. La translation de la variable x peut
être réalisée en temps quasi-linéaire. Dans les étapes de 2 à 4 l’hypothèse (N) est satisfaite.
Le calcul de F1, 
 , Fs à la précision (x2dx+1) à partir des facteurs irréductibles de F (0, y)
coûte Õ(dx dy) opérations dans K grâce à la proposition 4.11. La partie (a) est donc une
conséquence de la proposition 5.12. La partie (b) est obtenue grâce au corollaire 5.13.

Soit i∈{1,
 , r}, le calcul de Fi à partir de µi est réalisé en calculant la partie primitive
de c F1

µi,1
� Fs

µi,s calculé à la précision (x2dx+1), puis vu comme un polynôme de K[x][y]. �

5.9 Algorithme complet de factorisation

En utilisant les résultats du chapitre 2, nous obtenons l’algorithme complet suivant :

Algorithme 5.3

Entrée : F ∈K[x, y].
Sortie : les facteurs irréductibles F1,
 , Fr de F et leur multiplicité respective e1,
 , er.

1. Calculer le contenu et la partie primitive de F en y. Remplacer F par sa partie
primitive et initialiser la liste L avec la factorisation irréductible du contenu.

2. Calculer la décomposition séparable (G1, q1,m1),
 , (Gs, qs,ms) de F .
3. Calculer la décomposition irréductible de G1,
 , Gs.
4. Pour tout i∈{1,
 , s}, et pour tout facteur irréductible E de Gi faire :

a) Si p=0 alors ajouter (E,mi) à la liste L,
b) sinon calculer (H, h) ∈K[x, y] × B tel que Hh(yqi/h) = E(yqi), avec h 6 qi et h

aussi grand que possible, et ajouter (H(yqi/h), hmi) à L.
5. Retourner L.

Proposition 5.15. Si K contient au moins 2 dx dy+dx+1 éléments, alors l’algorithme 5.3
calcule la factorisation irréductible de polynômes à une variable sur K dont la somme des
degrés est bornée par dx+ dy, plus

a) si (C) est satisfaite, O(dx dy
ω) opérations arithmétiques dans K ;

b) si K8 Fpk, Õ(k dx dy
ω) opérations arithmétiques dans Fp.

Démonstration. Le calcul de la partie primitive et du contenu peut être fait en temps quasi-
linéaire. L’étape 2 prend Õ(dx dy

2) par la proposition 2.26 grâce à l’hypothèse sur le cardinal
de K. L’étape 3 peut être réalisée par l’algorithme 5.2 : la proposition 5.14(a) donne un
coût total dans O(dx dy

ω), ce qui prouve la partie (a).
Pour la partie (b), le calcul de chaque paire (H,h) coûteO(degx (E) degy (E)) extractions

de racines p-ièmes dans Fpk. Chacune de ces extractions dans Fpk requiert O((k− 1) log p)
opérations arithmétiques dans Fpk. La preuve découle enfin de la proposition 5.14(b). �
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Remarque 5.16. Remarquons que, sans perte de généralité, nous pouvons supposer que
dy6dx, ce qui conduit à un coût Õ(dx dy

ω)⊆ Õ((dx dy)
(ω+1)/2). De cette façon nous obtenons

un algorithme pour réduire la factorisation de deux à une variable en temps moins que
quadratique.

Le problème linéaire intervenant dans l’algorithme 5.1 est très largement surdéterminé.
En appliquant des techniques classiques probabilistes il est possible d’accélérer la résolution
du système. Comme il est aussi possible de tester rapidement si les facteurs candidats
divisent bien le polynôme de départ, alors nous obtenons le résultat suivant, dont nous
omettons la preuve :

Théorème 5.17. Si K contient au moins 10 dx dy éléments, alors le calcul de la décompo-
sition irréductible (F1, e1),
 , (Fr, er) de F peut-être obtenu au moyen d’un algorithme qui
nécessite de factoriser les polynômes à une variable à coefficients dans K dont la somme
des degrés n’excède pas dx+ dy, plus

a) si (C) est satisfaite, O((dx dy)
1,5) opérations dans K ;

b) si K8 Fpk, Õ(k (dx dy)
1,5) opérations dans Fp.

L’algorithme retourne soit rien soit un résultat correct avec une probabilité au moins 1/2.

Problème ouvert 5.1. Est-il possible d’améliorer les exposants 1,5 dans l’énoncé du
théorème précédent ?

5.10 Petite cardinalité

SiK est un corps fini Fq de cardinal trop petit pour pouvoir appliquer les résultats de la sec-
tion précédente, alors nous pouvons procéder comme suit. Tout d’abord nous construisons
une extension algébrique Fql de Fq de degré l sous la forme Fq[z]/(µ(z)), avec µ irréductible
de degré l. Notons α une racine de µ dans Fql. En prenant l∈O(logq (dx dy)) suffisamment
grand pour pouvoir factoriser F dans Fql avec les algorithmes de la section précédente, nous
pouvons obtenir les facteurs irréductibles F1,
 ,Ft de F dans Fql. En prenant les préimages
des coefficients des Fi dans Fq[z], nous construisons des polynômes Fi(x, y, z) de degré au
plus l− 1 en z, tels que Fi(x, y)= Fi(x, y, α).

Pour chaque i∈{1,
 , t}, nous pouvons calculer Fi(x, y)8 Resz(Fi(x, y, z), µ(z)) qui est
un facteur irréductible de F . Chaque Fi peut être obtenu par évaluation/interpolation rapide
en temps Õ(degx (Fi) degy (Fi) l) opérations dans Fql. Au total tous les Fi sont obtenus en
temps quasi-linéaire. Chaque facteur irréductible de F apparaît exactement l fois dans la
liste des Fi ainsi calculés. Les redondances sont éliminées simplement en triant la liste des
Fi. Au final le surcoût total reste un facteur borné par logO(1) (dx dy).
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6

Polynômes à plusieurs variables

L’algorithme de factorisation des polynômes à deux variables du chapitre précédent peut
être utilisé directement pour traiter le cas à plusieurs variables. En effet, si F est un poly-
nôme de K[z1,
 , zn, y], alors il peut être vu comme un polynôme de K[z1,
 , zn−1][zn, y],
dont nous pouvons factoriser son contenu en y par récurrence sur le nombre de variables,
puis factoriser sa partie primitive en y dans K(z1,
 , zn−1)[zn, y]. L’inconvénient de cette
approche est double. Premièrement les calculs dans K(z1,
 , zn−1) sont coûteux car chaque
opération sur les fractions nécessite un calcul de p.g.c.d. pour s’assurer que les numérateurs
et dénominateurs sont premiers entre eux. Deuxièmement, lors de la phase de remontée de
Newton-Hensel des facteurs dans K(z1,
 , zn−1)[[zn]][y], la taille des fractions rationnelles
croît rapidement. Il est alors préférable de procéder plutôt ainsi :

1. Factoriser le polynôme F (0,
 , 0, y).

2. Remonter les facteurs de sorte à obtenir la factorisation de F dans K[[z1,
 , zn]][y] à la
precision (z1, 
 , zn)

2dz+1, où K[[z1, 
 , zn]] représente l’algèbre des séries à n variables,
et dz est le degré total de F en les seules variables z1,
 , zn.

3. Résoudre le problème de recombinaison pour trouver les facteurs rationnels de F .

En fait, dans ce chapitre, nous présentons une autre technique attribuée àHilbert, assurant
que, sous certaines hypothèses, les facteurs irréductibles de F sont en correspondance avec
ceux de F (α1 x, 
 , αn x, y) pour presque toutes les valeurs de α1, 
 , αn. La factorisation
se ramène alors au cas de deux variables, mais il reste à préciser la probabilité de faire des
bons choix pour les αi.

6.1 Réduction à deux variables

Nous commençons par examiner le problème de réduction à deux variables sous l’hypothèse
suivante, généralisant l’hypothèse (N) du chapitre précédent :

(N)





deg (F (0,
 , 0, y))= dy,

Res
(
F (0,
 , 0, y),

∂F

∂y
(0,
 , 0, y)

)
� 0,

F est primitif vu dans K[z1,
 , zn][y].
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Définition 6.1. Sous l’hypothèse (N), un point (α1, 
 , αn) ∈ Kn est dit de Hilbert si,
pour tout facteur irréductible Fi de F, le polynôme Fi (α1 x, 
 , αn x, y) est irréductible.
En d’autres termes, les facteurs irréductibles de F sont en bijection avec ceux de H(x,
y)8 F (α1 x,
 , αnx, y)∈K[x, y].

D’un point de vue pratique, la donnée d’un point de Hilbert conduit naturellement à l’algo-
rithme suivant :

1. Factoriser H(x, y) dans K[x, y].
2. Remonter la factorisation pour retrouver les facteurs F1,
 , Fr de F .

Le complémentaire de l’ensemble des points de Hilbert de Kn est noté H(F ). Commençons
avec un exemple nous fournissant une borne inférieure sur la densité de H(F ).

Exemple 6.2. Soit n> 2, K8 C, F 8 yd+ z1
d−1 y − z2

d−1− 1. Un critère d’irréductibilité
attribué à Stepanov et Schmidt implique que F (0, z2, 0, 
 , 0, y) = yd − z2

d−1 − 1
est irréductible, et donc que F lui-même est irréductible [34, p. 503]. Soit S l’ensemble
des racines de zd(d−1) − 1. Pour n’importe quel point (α1, 
 , αn) ∈ Sn, le polynôme
y− (α2/α1)

d−1 divise H= yd− 1+xd−1 (α1
d−1 y−α2

d−1). Par conséquent, aucun des points
de Sn n’est un point de Hilbert pour F , ce qui donne les égalités suivantes :

|H(F )∩Sn|
|S |n =

d (d− 1)

|S | =1.

Par le lemme classique de Schwartz-Zippel [130, 152] : un polynôme non nul A en n variables
ne peut avoir plus de deg (A)|S |n−1 racines dans Sn. Nous en déduisons qu’il n’existe aucun
polynôme A de degré au plus d (d − 1) − 1 qui s’annule sur tout les points de H(F ). Le
théorème suivant donne une borne supérieure pour le degré d’un tel polynôme A s’annulant
sur tout H(F ).

Lemme 6.3. Sous l’hypothèse (N), si F est irréductible, alors F (a1 x, 
 , an x, y) est
irréductible dans K(a1,
 , an)[x, y].

Démonstration. Posons G(a1, 
 , an, x, y) 8 F (a1 x, 
 , an x, y). Comme G est primitif
en y et appartient à K[a1, 
 , an, x, y], il suffit de prouver qu’il est irréductible dans
K[a1,
 , an, x, y]. Comme F (0,
 , 0, y)=G(0,
 , 0, 0, y), les facteurs irréductibles F1,
 ,Fs

de F dans K[[z1,
 , zn]][y] sont en bijection avec ceux de G dans K(a1,
 , an)[[x]][y] notés
G1, 
 , Gs, précisément nous avons Gi = Fi(a1 x, 
 , an x, y). Par conséquent tout facteur
irréductible de G dans K[a1,
 , an, x, y] est nécessairement de la forme G(a1 x,
 , an x, y)
avec G∈K[z1,
 , zn, y]. En remplaçant x par 1, le polynôme G(a1,
 , an, y) est un facteur
de F . Il en découle que G est bien irréductible. �

Théorème 6.4. Sous l’hypothèse (N), il existe un polynôme de K[a1,
 , an] \ {0} de degré
au plus dz (dy − 1) (2 dy − 1) qui s’annule sur tout H(F ).

Démonstration. Puisque la fonction δ:d� (d−1) (2 d−1) satisfait δ(d1)+δ(d2)6δ(d1+d2),
pour n’importe quels entiers strictement positifs d1 et d2, il suffit de prouver le résultat en
supposant F irréductible. Supposons d’abord que α1,
 , αn soient des indéterminées. Alors
H(x, y)8 F (α1 x,
 , αn x, y)∈K(α1,
 , αn)[x, y] est irréductible par le lemme précédent.
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Notons H1(x, y),
 ,Hs(x, y) les facteurs analytiques de H dans K(α1,
 , αn)[[x]][y]. En
posant Ĥi8 H/Hi, et σ8 dx (2 dy−1)+1, la proposition 5.3 affirme que le système linéaire
suivant en les inconnues ℓ1,
 , ℓs a pour rang s− 1 :


∑

j=1

s

ℓj Ĥj
∂Hj

∂y



dx+1

σ

=0.

Il existe par conséquent un mineur non nul A ∈K[a1,
 , an] de taille s− 1. Si maintenant
α1,
 , αn sont des valeurs dans K telles que A(α1,
 , αn)� 0 alors les mêmes calculs restent
valables et le système linéaire ainsi spécialisé reste de rang s− 1.

Pour chaque j> 0 et k> 0, le coefficient de xj yk dans Ĥl
∂Hl

∂y
est un polynôme de degré

au plus j. Le degré total de A est donc au plus (s− 1) dz (2 dy− 1). �

Dans les paragraphes suivants nous améliorons ce résultat en caractéristique suffisam-
ment grande ou suffisamment petite.

Théorème 6.5. Sous l’hypothèse (N), si la caractéristique de K est nulle ou bien au
moins dz (2 dy − 1) + 1, alors il existe un polynôme de K[a1, 
 , an] \ {0} de degré au plus
(3 dz− 1) (dy− 1) qui s’annule sur tout H(F ).

Démonstration. Il suffit de prouver le résultat en supposant F irréductible. Supposons
d’abord que α1, 
 , αn soient des indéterminées. Alors H(x, y) 8 F (α1 x, 
 , αn x,
y)∈K(α1,
 , αn)[x, y] est irréductible par le lemme précédent.

Notons H1(x, y),
 ,Hs(x, y) les facteurs analytiques de H dans K(α1,
 , αn)[[x]][y]. En

posant Ĥi8 H/Hi, et Gi8

[
Ĥi

∂Hi

∂y

]
0

dz+1
, la proposition 5.7 affirme que le système linéaire

suivant en les inconnues ℓ1,
 , ℓs a pour rang s− 1 :

∑

j=1

s

ℓjD(Hi)= 0.

Il existe par conséquent un mineur non nul A ∈K[a1,
 , an] de taille s− 1. Si maintenant
α1,
 , αn sont des valeurs dans K telles que A(α1,
 , αn)� 0 alors les mêmes calculs restent
valables et le système linéaire ainsi spécialisé reste de rang s− 1.

Pour chaque j > 0 et k> 0, le coefficient de xj yk dans D(Hl) est un polynôme de degré
au plus j. Le degré total de A est donc au plus (s− 1) (3 dz− 1). �

Théorème 6.6. Sous l’hypothèse (N), si la caractéristique p de K est strictement positive,
alors il existe un polynôme de K[a1, 
 , an] \ {0} de degré au plus (p dz − 1) (dy − 1) qui
s’annule sur tout H(F ).

Démonstration. La preuve est similaire à celle du théorème précédent en utilisant l’opérateur
N et la proposition 5.9. �

Corollaire 6.7. Sous l’hypothèse (N), en notant p la caractéristique de K, pour n’importe
quel sous-ensemble non vide S de K, nous avons les inégalités suivantes :

− |H(F )∩Sn|
|S |n 6 3 dz dy

|S | si p=0 ou p> dz (2 dy− 1)+ 1,
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− |H(F )∩Sn|
|S |n 6 dz dymin (2 dy, p)

|S | si p> 0.

Démonstration. Il s’agit d’une conséquence des théorèmes précédents en utilisant le lemme
de Schwartz-Zippel. �

En d’autres termes, ce corollaire assure qu’il est nécessaire et suffisant de choisir S de taille
suffisamment grande devant dz dy

2 pour s’assurer de trouver un point de Hilbert avec une
forte probabilité.

Problème ouvert 6.1. Est-il possible d’améliorer le corollaire précédent pour obtenir une
borne en O(dz dy)/|S | même dans le cas de la caractéristique positive ?

Formellement, les résultats de cette section sont nouveaux, mais il s’agit juste de variantes
de ceux de l’article [86].

6.2 Algorithme de factorisation

En supposant que nous disposons d’algorithmes pour effectuer les opérations élémentaires
sur les séries à une précision donnée, alors nous obtenons l’algorithme suivant :

Algorithme 6.1

Entrée : F satisfaisant l’hypothèse (N) et (α1,
 , αn)∈Kn un point de Hilbert pour F .
Sortie : les facteurs irréductibles F1,
 , Fr de F .

1. Calculer les facteurs irréductibles H1(x, y),
 ,Hr(x, y) deH(x, y)8 F (α1 x,
 ,αn x,
y).

2. Utiliser la remontée de Newton-Hensel pour calculer la factorisation de F .

Supposons que, pour toutes les valeurs d et n, nous disposons d’arbres de calcul effectuant
les additions et soustractions dans K[[z1,
 , zn]]/(z1,
 , zn)

d en temps linéaire, ainsi que le
produit en temps au plus S(d, n). Pour des raisons techniques nous supposons que S est
super-additive en d, c’est à dire S(d1, n)+ S(d2, n)6 S(d1+ d2, n). Sous l’hypothèse (N), si
(α1, 
 , αn) est un point de Hilbert pour F , alors l’algorithme 6.1 effectue la factorisation
d’un polynôme à deux variables de degrés partiels dz et dy. Puis la remontée de Newton-
Hensel peut se faire jusqu’en précision dz+degz (lcy(F ))+ 1 au moyen de

O(S(dz+degz (lcy(F )+ 1), n)M (dy) log dy)

opérations dans K grâce à l’algorithme 4.1. Si F est l’un des facteurs unitaires remontés,
alors lcy(F )F est l’image d’un polynôme dont il suffit de prendre la partie primitive pour
obtenir un facteur irréductible de F .

Remarque 6.8. Lorsque F est unitaire en y et lorsque le produit de séries a un coût quasi-
linéaire, alors, dès que n>2, l’algorithme 6.1 permet de réduire le problème de factorisation
de 3 à 1 variable en temps quasi-linéaire en moyenne grâce au théorème 5.17.
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Pour obtenir un algorithme complet de factorisation, il faut considérer, comme dans le
chapitre précédent pour deux variables, un algorithme pour calculer le contenu et la partie
primitive de F en y, un algorithme pour la factorisation séparable en y et un algorithme
pour se ramener à l’hypothèse (N). Nous omettons ici l’analyse détaillée des coûts de ces
opérations qui dépendent largement des opérations élémentaires sur les polynômes et séries à
plusieurs variables. Par exemple siK est de caractéristique nulle, alors l’algorithme présenté
dans l’article [89] fournit un produit de séries en représentation dense en temps quasi-
linéaire. Ici la représentation dense signifie que chaque série en n variables et précision d
est représentée par le vecteur de tous ses coefficients dans la base des monômes jusqu’en
degré total d − 1. En caractéristique positive plusieurs algorithmes rapides sont présentés
dans l’article [55]. Cet article contient aussi la description des algorithmes classiques pour
les représentations dense et creuse des polynômes et séries, avec une bibliographie récente
sur le sujet.

6.3 Théorème de Bertini-Hilbert

Dans cette section nous abordons une autre façon pour se ramener à l’hypothèse (N). Nous
utilisons un changement de variables le plus général possible pour ramener le problème à
deux variables. D’un point de vue géométrique cela revient à construire l’équation de l’inter-
section de l’hypersurface définie par F =0 avec un plan générique. Pour éviter d’éventuelles
confusions avec les notations, nous considérons dans cette section un polynôme P de degré
d> 1 en les variables v1,
 , vn sur K. Pour tout triplet de points (α1,
 , αn), (β1,
 , βn) et
(γ1,
 , γn) de Kn, nous définissons le polynôme à deux variables x et y suivant :

Pα,β,γ8 P (α1 x+ β1 y+ γ1,
 , αnx+ βn y+ γn). (6.1)

Selon un résultat classique souvent appelé théorème d’irréductibilité de Bertini [134,
Chapter II, Section 6.1], si P est irréductible, alors il existe un ouvert de Zariski de (Kn)3

tel que Pα,β,γ est irréductible pour chaque triplet (α1, 
 , αn), (β1, 
 , βn), (γ1, 
 , γn)
dans cet ouvert. Nous dirons qu’un tel triplet est un point de Bertini pour P si, pour
tout facteur irréductible Q de P , le polynôme Q(α1 x + β1 y + γ1, 
 , αn x + βn y +
γn) est irréductible de même degré total que Q. En d’autres termes les facteurs irréduc-
tibles de P sont en bijection avec ceux de Pα,β,γ.

D’un point de vue pratique les coefficients des vecteurs (α1,
 , αn), (β1,
 , βn) et (γ1,
 ,
γn) doivent être choisis dans un sous-ensemble fini S de K, et il nous faut donner une
estimation de la probabilité qu’un triplet pris au hasard dans (Sn)3 soit un point de Bertini
pour P .

Théorème 6.9. Soit S un sous-ensemble fini de K. Si P ∈K[v1, 
 , vn] est séparable en
au moins une variable et est de degré total d> 1, alors la proportion B(P , S) de triplets à
coordonnées dans S qui ne sont pas des points de Bertini pour P est au plus

− 5 d2/|S | si la caractéristique p de K est nulle ou au moins d (2 d− 1)+1,
− d2min (2 d, p+1)/|S | si p> 0.

Démonstration. Nous pouvons supposer que P est irréductible. Soient w1,
 , wn, z1,
 , zn
de nouvelles variables. Pour tout (β1,
 , βn) et (γ1,
 , γn) posons

Pβ8P (w1+ β1 y,
 , wn+ βn y)∈K[w1,
 , wn, y],

Pβ,γ8Pβ(z1+ γ1,
 , zn+ γn, y)∈K[z1,
 , zn, y].
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Les vecteurs (β1,
 , βn)∈Kn tels que Pβ n’est pas séparable en y satisfont

∂Pβ

∂y
(w1,
 , wn, y)=

∑

i=1

n

βi
∂P
∂zi

(w1+ β1 y,
 , wn+ βn y)= 0.

Comme P est irréductible et séparable en au moins une variable, disons z1, alors
∂P

∂z1
(w1+

β1 y,
 ,wn+ βn y) est non nul quelles que soient les valeurs des βi. Il existe donc un monôme

de
∂Pβ

∂y
dont le coefficient est un polynôme B non nul en les βi de degré total au plus d.

Fixons des valeurs pour les βi telles que B(β1,
 , βn)� 0. Le polynôme Pβ est irréductible,
primitif en y et séparable en y.

Le discriminant Cβ de Pβ en y n’est pas nul et est de degré au plus d (d− 1). Pour tout
(γ1,
 , γn)∈Kn tel que Cβ(γ1,
 , γn)� 0, le polynôme F 8 Pβ,γ satisfait l’hypothèse (N).
Une fois un tel (γ1, 
 , γn) fixé, les théorèmes 6.4, 6.5 et 6.6 assurent l’existence d’un
polynôme non nul Aβ,γ ∈ K[a1, 
 , an] de degré au plus (3 d − 1) (d − 1) si p = 0 ou
p> d (2 d− 1)+1, ou au plus (d− 1)min (d (2 d− 1), p d− 1) sinon, et tel que tout (α1,
 ,
αn)∈Kn satisfaisant Aβ,γ(α1,
 , αn)� 0 conduise à un polynôme Pβ,γ (α1 x,
 , αn x, y) qui
est irréductible. Les triplets qui ne sont pas de Bertini pour P sont par conséquent contenus
dans l’ensemble suivant :

Kn×{(β1,
 , βn)P B(β1,
 , βn)= 0}×Kn

∪Kn×{(β1,
 , βn), (γ1,
 , γn)P B(β1,
 , βn)� 0, Cβ(γ1,
 , γn)= 0}
∪ {(α1,
 , αn), (β1,
 , βn), (γ1,
 , γn)P

B(β1,
 , βn)� 0, Cβ(γ1,
 , γn)� 0, Aβ,γ(α1,
 , αn)= 0}.

Finalement, en utilisant le lemme de Schwartz-Zippel avec B, Cβ et Aβ,γ, le nombre de
triplets à coordonnées dans S qui ne sont pas de Bertini est borné par

d |S |3n−1+ d (d− 1) |S |3n−1+(3 d− 1) (d− 1) |S |3n−16 5 d2 |S |3n−1

si p=0 ou p> d (2 d− 1)+ 1, ou bien

d |S |3n−1+ d (d− 1) |S |3n−1+ (d− 1)min (d (2 d− 1), p d− 1) |S |3n−1

si p> 0. Cette dernière quantité est au plus d2min (2 d, p+1) |S |3n−1. �

Ce que nous appelons ici théorème de Bertini est plutôt un cas particulier du résultat
plus général présenté par exemple dans le livre [134, Chapter II, Section 6.1]. Pour des
renseignements historiques et techniques nous renvoyons le lecteur à [57, 81]. En fait, ce cas
particulier semble dû à Hilbert [51, p. 117], comme souligné dans l’article [69]. Pour cette
raison il est fréquent de trouver les terminologies « théorème de Hilbert » ou « théorème
de Bertini » dans la littérature sur la factorisation des polynômes.

L’utilisation du théorème de Bertini en calcul formel a été mise en avant pour la première
fois dans les articles [48, 59]. Son utilisation s’est rapidement imposée dans de nombreux
algorithmes et études de complexité [38, 42, 60, 61, 62, 63]. En caractéristique quelconque,
et sous une hypothèse de normalisation similaire à notre hypothèse (N), von zur Gathen
avait montré que les points qui ne sont pas de Hilbert pour un polynôme donné de degré
total d sont inclus dans une hypersurface de degré au plus 9d

2
[42].
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Lorsque K est le corps des nombres complexes, l’article [5] obtient la borne B(P , S) 6
(d4 − 2 d3 + d2 + d+ 1)/|S | en suivant la preuve du théorème de Bertini donnée dans [98,
Theorem 4.17]. Pour un corps parfait, Kaltofen avait obtenu la borne B(P ,S)6 2 d4/|S |
dans son article [69]. Lorsque p=0 ou p> 2 d2, Shuhong Gao avait prouvé la borne B(P ,
S)6 2 d3/|S | [35], qui a été ensuite améliorée en B(P , S)6 d (d2 − 1)/|S | par Chèze [20,
Chapitre 1]. Les résultats de cette section sont dérivés de et complètent ceux de l’article [86].

6.4 Représentation creuse

Lorsque les polynômes à manipuler n’ont que peu de termes non nuls dans leur représenta-
tion dense il est souvent préférable d’utiliser une autre représentation. Une représentation
creuse des polynômes de K[x1,
 , xn] consiste à stocker ceux-ci sous la forme d’une liste de
termes non nuls. Chaque terme est la donnée d’un coefficient et d’un monôme de la forme
x1
e1
� xn

en. Dans la suite nous identifierons librement un monôme x1
e1
� xn

en au vecteur de ses
exposants (e1,
 , en)∈Nn.

Définition 6.10. Le support d’un polynôme F ∈K[x1,
 , xn], noté supp(F ), est l’ensemble
des exposants de ses monômes non nuls.

Si F =
∑

e∈Nn Fex1
e1
� xn

en, alors supp(F )= {e∈Nn
P Fe� 0}.

Définition 6.11. La somme de Minkowski de deux sous-ensembles Q et R de Rn, notée
Q+R, est définie par Q+R8 {e+ f P (e, f)∈Q×R}.

Définition 6.12. Le polytope de Newton de F ∈K[x1,
 , xn], noté N (f), est l’enveloppe
convexe dans Rn de supp(F ). L’enveloppe convexe entière de F est l’ensemble des points
de Zn contenus dans N(F ).

Théorème 6.13. (Ostrowski) Si F se factorise en GH alors N (F )=N (G)+N(H).

Démonstration. Nous renvoyons le lecteur à la preuve originale [110] ou sa
traduction [111]. �

L’analyse du support d’un polynôme donne donc des informations sur les supports pos-
sibles de ses facteurs. Un cas particulier important concerne les polynômes dont le support
ne peut justement pas se décomposer sous une forme N(F ) = Q+ R, où Q et R sont des
polytope à sommets dans Zn contenant au moins deux points. On dit alors que N(F ) est
indécomposable. Le théorème précédent assure que si F n’est multiple d’aucune variable et
si N(F ) est indécomposable, alors F est irréductible. Notons que cette conclusion ne dépend
pas du corps des coefficients de F . Par conséquent, F est irréductible dans K̄[x1, 
 , xn].
Pour une utilisation plus avancée de ces techniques, nous renvoyons le lecteur à [34, 37].

6.5 Support dense dans le polytope de Newton

Dans le pire des cas, la taille des facteurs irréductibles est exponentielle dans la taille du
polynôme en représentation creuse à factoriser.

Exemple 6.14. Si p est premier alors F 8 xp − 1 ∈ Q[x] est composé de seulement deux
monômes mais ses facteurs irréductibles sont x−1 et (xp−1)/x−1. Ce dernier est composé
de p monômes.
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Définition 6.15. La taille convexe de F ∈K[x1,
 ,xn] est le nombre de points de l’enveloppe
convexe entière de N (F ).

Plusieurs algorithmes de factorisation ont un coût qui dépend de la taille convexe du poly-
nôme à factoriser dans le cas à deux variables. Nous allons brièvement présenter l’un d’entre
eux, qui permet de se ramener directement à la situation étudiée dans le chapitre précédent
en terme des degrés partiels.

Définition 6.16. Le groupe affine de Z2, noté Aff(Z2), est l’ensemble des applications

U : (i, j)�

(
α β
α′ β ′

)(
i
j

)
+

(
γ
γ ′

)
, (6.2)

avec α, β, γ, α′, β ′, et γ ′ dans Z, tels que αβ ′−α′ β=±1.

Définition 6.17. Un sous-ensemble fini S de Z2 est dit normalisé s’il appartient à N2 et
s’il contient au moins un point dans {0}×N et au moins un point dans N×{0}.

Théorème 6.18. [ 11, Theorem 1.2] Si S est un sous-ensemble fini normalisé de Z2 de
cardinal σ, de taille convexe π, et inclus dans [0,dx]× [0,dy], alors nous pouvons calculer une
application U ∈Aff(Z2) comme dans (6.2), ainsi que U (S), tels que U(S) est normalisé et
contenu dans [0, dx

′ ]× [0, dy
′ ] avec (dx

′ +1) (dy
′ +1)69 π, en utilisant O(σ log2 ((dx+1) (dy+

1))) opérations binaires.

L’utilisation de ce théorème pour la factorisation des polynômes repose sur le lemme
suivant :

Lemme 6.19. Si F ∈K[x, y] n’est divisible ni par x ni par y, et si U ∈ Aff(Z2), alors le
polynôme

U (f)8
∑

(ex,ey)∈supp(F )

F(ex,ey)x
αex+βey+γ yα

′ex+β ′ey+γ ′

est irréductible dans K[x, y, x−1, y−1] si, est seulement si, F est irréductible.

Afin de calculer la factorisation irréductible de F , nous pouvons par conséquent calculer
une application U via le théorème précédent. Ensuite nous calculons la décomposition irré-
ductible de U (F ) et appliquons U−1 sur chacun des facteurs. De cette façon le coût total
dépend de la taille convexe de F au lieu de sa taille dense (dx+1) (dy+1).

Au lieu d’utiliser le théorème précédent il est possible d’étendre plusieurs des techniques
du chapitre 5 pour prendre en compte non seulement le polytope de Newton de F mais aussi
sa taille creuse. Nous renvoyons le lecteur vers les articles [2, 3, 38, 40, 63, 147, 148, 153, 154].

6.6 Polynômes lacunaires et représentation fonctionnelle

Le calcul de facteurs de « petits degrés » fixés de polynômes à coefficients dans Q peut se
faire en temps polynomial [72, 91] dans la taille binaire creuse (c’est à dire le total des tailles
des coefficients et des exposants). En revanche, lorsque les coefficients sont dans un corps
fini, le problème devient nettement plus difficile [78]. Par exemple, le résultat suivant est
dû à Kaltofen et Koiran :
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Théorème 6.20. [ 71, Corollary 1] Supposons que nous disposions d’un algorithme de type
Monte Carlo pour tester l’irréductibilité des polynômes de F2m[x, y] en temps polynomial en
la taille binaire creuse, pour m au voisinage de l’infini. Alors il serait possible de factoriser
les entiers en temps polynomial avec un algorithme de type Las Vegas.

Pour d’avantage de résultats sur ce sujet nous renvoyons le lecteur vers [4, 72, 92, 119].
Une représentation fonctionnelle de polynômes consiste en une structure de donnée per-

mettant d’évaluer un polynôme en un point. La taille d’une telle structure représente le
nombre d’opérations arithmétiques à effectuer pour évaluer le polynôme. Les principales
structures utilisées sont des graphes acycliques orientés ou bien des programmes sans bran-
chement où chaque instruction représente une opération arithmétique élémentaire.

Un polynôme de petite taille creuse peut être évalué rapidement, ce qui justifie l’intérêt
de cette représentation. Un autre intérêt concerne le calcul symbolique où l’utilisateur a
souvent des expressions algébriques naturellement données par une structure en évaluation.
Nous n’entrerons pas d’avantage dans les détails et renvoyons le lecteur vers les articles
suivants traitant de ce problème : [42, 64, 66, 74, 75].
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