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Introduction

Besoin de calculs p-adiques

Quelques motivations

m Dans I'étude des représentations p-adiques du groupe de Galois
absolu d'un corps p-adique : besoin de Calcul Effectif en Théorie de

Hodge p-adique ;
m Applications cryptographiques possibles : comptage de point sur des
variétés.
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Introduction

Précision p-adique et algorithme de Gauss
m Puissance de la précision p-adique
m Analyse de la perte de précision dans I'échelonnement de Gauss

P Application aux bases de Grébner
m L’'algorithme F5
m Considérations p-adiques
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Précision p-adique et algorithme de Gauss

LPuissam:e de la précision p-adique

Plan de I'exposé

Précision p-adique et algorithme de Gauss
m Puissance de la précision p-adique

B Application aux bases de Grobner
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Précision p-adique et algorithme de Gauss

LPuissam:e de la précision p-adique

Définition de la précision

p-adiques a précision fixée

Les éléments de Q, sont de la forme Z,.ff, a;p', avec a; € [0, p — 1],

| € Z et p un nombre premier.

Nécessairement, en machine, on se restreint au début de ce
développement en série, et on ne considére que des éléments de la forme
suivante : 29" a;p + O(p?), avec | € Z.
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Précision p-adique et algorithme de Gauss

LPuissam:e de la précision p-adique

Définition de la précision

p-adiques a précision fixée

Les éléments de Q, sont de la forme Zf;ﬁ, a;p', avec a; € [0, p — 1],

| € Z et p un nombre premier.

Nécessairement, en machine, on se restreint au début de ce
développement en série, et on ne considére que des éléments de la forme
suivante : 29" a;p + O(p?), avec | € Z.

Définition

L'ordre, ou la précision absolue de Zf’;kl aip’ + O(p9) est d. Sa
précision relative correspond au nombre de ses chiffres significatifs, et
est donnée par d — min {i € Z, a; # 0}.
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Précision p-adique et algorithme de Gauss

LPuissam:e de la précision p-adique

Définition de la précision

p-adiques a précision fixée

Les éléments de Q, sont de la forme Zf;ﬁ, a;p', avec a; € [0, p — 1],

| € Z et p un nombre premier.

Nécessairement, en machine, on se restreint au début de ce
développement en série, et on ne considére que des éléments de la forme
suivante : 29" a;p + O(p?), avec | € Z.

Définition

L'ordre, ou la précision absolue de Z?;kl aip’ + O(p9) est d. Sa
précision relative correspond au nombre de ses chiffres significatifs, et
est donnée par d — min {i € Z, a; # 0}.

L'ordre de 3771 + 4% 70+ 5% 71 + 6 % 72 + O(7°) est 3, et sa précision
relative 4 = 3 — (—1).
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LPuissam:e de la précision p-adique

Précision p-adique contre précision réelle

L'essence de |'étude de la précision p-adique provient de la remarque
suivante :

Proposition (Les erreurs de précision ne se cumulent pas)

(a+0(p k) +(b+0(pk)=a+b+0p*)

Autrement dit, si a et b sont connus avec une précision O(p*), alors
a+ b aussi.
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LPuissam:e de la précision p-adique

Précision p-adique contre précision réelle

L'essence de |'étude de la précision p-adique provient de la remarque
suivante :

Proposition (Les erreurs de précision ne se cumulent pas)

(a+0(p X)) +(b+0(pX)=a+b+0(p¥)

Autrement dit, si a et b sont connus avec une précision O(p*), alors
a+ b aussi.
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LPuissam:e de la précision p-adique

Précision p-adique contre précision réelle

L'essence de |'étude de la précision p-adique provient de la remarque
suivante :

Proposition (Les erreurs de précision ne se cumulent pas)
Ona:
k Kk _ k
(@a+0(p ™))+ (b+0(p ")) =a+b+0(p ™).

Autrement dit, si a et b sont connus avec une précision O(p*), alors
a+ b aussi.

Remarque

Ceci est le contraire du cas réel, et de ses erreurs d’arrondis :

(1+5%1072)+(2+6%1072) =3 +1%10"' +1%1072 S

~—
Autrement dit, si a et b sont connus avec une précision 10", alors a + b '

est connu a 10(7" +1 ),
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LPuissam:e de la précision p-adique

Précision p-adique contre précision réelle

L'essence de |'étude de la précision p-adique provient de la remarque
suivante :

Proposition (Les erreurs de précision ne se cumulent pas)
Ona:
k Kk _ k
(@a+0(p ™))+ (b+0(p ")) =a+b+0(p ™).

Autrement dit, si a et b sont connus avec une précision O(p*), alors
a+ b aussi.

Remarque

Ceci est le contraire du cas réel, et de ses erreurs d’arrondis :

(1+5%1072)+(2+6%1072) =3 +1%10"' +1%1072 S

~—
Autrement dit, si a et b sont connus avec une précision 10", alors a + b '

est connu a 10(7" +1 ),
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Précision p-adique et algorithme de Gauss

LPuissam:e de la précision p-adique

Formules de précision

Proposition (addition)

(x0 + O(p*)) + (x1 + O(p)) = xo + x1 + O(p™nlko-kr))
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Précision p-adique et algorithme de Gauss

LPuissam:e de la précision p-adique

Formules de précision

Proposition (addition)

(x0+ O(p*)) + (x1 + O(p)) = x0 + x1 + O(p™nlho-ko))

Proposition (multiplication)

(xo + O(p")) * (x1 + O(p")) = xp * x1 + O(p™™" (ko+vp (1), k1+vp(><o)))

uehn
A
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LPuissam:e de la précision p-adique

Formules de précision

Proposition (addition)

(x0+ O(p*)) + (x1 + O(p)) = x0 + x1 + O(p™nlho-ko))

Proposition (multiplication)

(xo + O(p")) * (x1 + O(p")) = xp * x1 + O(p™™" (ko+vp (1), k1+vp(><o)))

Proposition (division)

xp? + O(pb) -1 _a—c min(d+a—2c,b—c)
—— S =xxy pT +0(p 7
yp< + O(p?) ( )

En particulier, '“\e)’

1 -1, —c —2c
Py e o PO
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Précision p-adique et algorithme de Gauss

LAnalyse de la perte de précision dans I'échelonnement de Gauss

Plan de I'exposé

Précision p-adique et algorithme de Gauss

m Analyse de la perte de précision dans |'échelonnement de Gauss

B Application aux bases de Grobner
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Précision p-adique et algorithme de Gauss

LAnalyse de la perte de précision dans I'échelonnement de Gauss

Méthode de Gauss : Résultat

Théoreme
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Précision p-adique et algorithme de Gauss

LAnalyse de la perte de précision dans I'échelonnement de Gauss

Méthode de Gauss : Résultat

Théoreme

Soit M une matrice n x m (n < m) dont les coefficients sont des entiers
p-adiques connus avec la précision uniforme O(p¥), et telles que son
mineur principal A = det((M; j)1<i<ni<j<n) Vérifie val(A) < k.
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Précision p-adique et algorithme de Gauss

LAnalyse de la perte de précision dans I'échelonnement de Gauss

Méthode de Gauss : Résultat

Théoreme

Soit M une matrice n x m (n < m) dont les coefficients sont des entiers
p-adiques connus avec la précision uniforme O(p¥), et telles que son
mineur principal A = det((M; j)1<i<ni<j<n) Vérifie val(A) < k.

Alors, la perte maximale de précision lorsque I'on effectue
I'échelonnement de M par I'algorithme de Gauss peut étre majorée par
val(A) (autrement dit, on peut calculer les coefficients de la forme
échelonnée & précision O(p*—2(2))).
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Précision p-adique et algorithme de Gauss

LAnalyse de la perte de précision dans I'échelonnement de Gauss

Méthode de Gauss : Démonstration

M= mij + O(p")

mp1 + O(p¥) Mpn+ O(P*) -+ Mpm + O(p*)
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LAnalyse de la perte de précision dans I'échelonnement de Gauss

Méthode de Gauss : Démonstration

Ly < ¢ "Ly
a1 k (1) k
P + O(p") @ I o(p*) my 1
o IO W ok 2eb-mTh
o(p*) my 5 + 0(p%) my o+ 0(p)
M ~ ) ) ’
k
mijt o(p")
1 1
o] m) 4 o(ek) mi) (oK) Mot
o Ln ¢ Ln = Gl

On prend comme pivot le coefficient sur la premiére colonne de plus
petite valuation, mis sur la premiére ligne par un échange de lignes

My 1 = c * p + O(p"). uehn
De plus, comme a; < val(mj 1), Z:i est dans Z,, connu a |'ordre k au '
moins. ]
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LAnalyse de la perte de précision dans I'échelonnement de Gauss

Méthode de Gauss : Démons

Ly < oy 'y
P71 + 0(pk) m?) 4 o(pk) 1)
o g = g = —22 [y
k)| p72 + o) M+ o(pk) )
M ~ ’ ’
(k) m®) + o(pk)
o] o] mP,+ o) i + 0(pK) )
’ Lp + Lp — Zi) Ly
M2

(avec Moy = ¢ * p + O(p¥)) '
O

Tristan Vaccon isil ique, échelonnement matriciel et bases de



Précision p-adique, échelonnement matriciel et bases de Grobner
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LAnalyse de la perte de précision dans I'échelonnement de Gauss

Méthode de Gauss : Démonstration

Proof.

Au bout de n — 1 étapes, nous sommes ramenés au cas d'une matrice
échelonnée 3 O(p¥) pres :
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Précision p-adique et algorithme de Gauss

LAnalyse de la perte de précision dans I'échelonnement de Gauss

Méthode de Gauss : Démons

p?1 + 0(pk) m" + o(p

n—1)
1
L3 13— —25ly
1,1

=D

oy _ MY

n—1 b1 n—1) _

En effet, MZ,l — W * M1Y1 =0].
11

A
ueh
~—

(n—1) (n—1)
M K M,
q 2,1 o(p") k—a 2,1 k—a
Par ailleurs, —=— = ——P L — 0(pk=21) donc Ly — —2— 1y = Ly + O(pK 1)Ly .
Mi”{l) p1+0(pk) (o
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Précision p-adique et algorithme de Gauss

LAnalyse de la perte de précision dans I'échelonnement de Gauss

Méthode de Gauss : Démons

p?1 + 0(pk) m" + o(p
n—1)

1
3 L3 =~y
1,1

=D

(n—1)

M,
(n—1) _ M1 (n—1) _
En effet, MZ,l M(”*U * M1Y1 =0 .

1,1

(n—1) (n—1)
M K M,
q 2,1 o(p") k—a 2,1 k—a
Par ailleurs, —=— = ——P L — 0(pk=21) donc | Ly — —2— 1y = Ly + O(pK 1)Ly | .
Mi”{l) p1+0(pk) (o
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Précision p-adique et algorithme de Gauss

LAnalyse de la perte de précision dans I'échelonnement de Gauss

Méthode de Gauss : Démons

P + 0(pk) m" + 0(p)
. Ly « Ly + O(pK— 1)1y
P72 + O(p"—71)

M~ & L3 + L3+ O(pKk—1)1y
m") o+ o(pk—a1) I
- L Ly < Lo+ O(pK=21)1,
O(pK~1) | pn + 0(pk—71) .
m(=1)
(-1 _ M (n—1) _
En effet, M,") D MY =0
1,1
(n—1) (n—1)
M, k M, ~
. 2,1 o(p") k—a 2,1 k—a =
Par ailleurs, = 2P ) _ oK) donc|ly — —2=——11 = Ly + O(pK 1)1 |.
Mi"l_l) roh) - ) 2 Mg"l_l) S e 'u\e/h
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Précision p-adique et algorithme de Gauss

LAnalyse de la perte de précision dans I'échelonnement de Gauss

Méthode de Gauss : Démonstration

On fait de méme avec les colonnes suivantes :

P+ 0(pk) m{" )+ o(pk)

1 —
"j+)+o(pk a1)

%2 + 0(pk—a1) mg

p33 + O(pk—a1—2) mg"ffl) 1 o(pk—a1—22)
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Précision p-adique et algorithme de Gauss

LAnalyse de la perte de précision dans I'échelonnement de Gauss

Méthode de Gauss : Démonstration

A la fin, on obtient :

m2n—2)

pL + 0(p) ok

p?2 + O(pk—21)

mf_zj"_z) +opkTa -1y

L 0]pn + o(pk*al"'*an—l)

_r . . i—1
La perte de précision sur la ligne i est ZJ'.:I aj.

~ 96 uehn
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Précision p-adique et algorithme de Gauss

LAnalyse de la perte de précision dans I'échelonnement de Gauss

Méthode de Gauss : Démonstration

A la fin, on obtient :

Pl 4 O(pk) miz;—2) + O(Pk)

o . . i—1
La perte de précision sur la ligne J est ZJ'.ZI aj.

Or, val(det((M; j)i<i<ni<i<n)) = ZJ'.’ZI a;, et les a; sont positifs.
La perte de précision est donc bien majorée par ek
val(det((M;)1<i<n1<i<n))- '

Tristan Vaccon é p-adique, échelonnement matriciel et bases de Grébner



Précision p-adique, échelonnement matriciel et bases de Grobner
Application aux bases de Grébner
= L’algorithme F5

Plan de I'exposé

Précision p-adique et algorithme de Gauss

B Application aux bases de Grobner
m L’'algorithme F5

Tristan Vaccon n p-adique, échelonnement matriciel et bases de Grobner



Précision p-adique, échelonnement matriciel et bases de Grobner

Application aux bases de Grébner
= L’algorithme F5

Une bréve présentation

Notations

Dans ce qui suit, k est un corps, n,s € N, et on note R = k[Xi,..., Xj].
On note Ry pour les polyndmes homogenes de degré d de R.

On prend w un ordre monomial sur R.
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Application aux bases de Grobner
Ly

algorithme F5

Une bréve présentation

Notations

Dans ce qui suit, k est un corps, n,s € N, et on note R = k[Xi,..., Xj].
On note Ry pour les polyndmes homogenes de degré d de R.
On prend w un ordre monomial sur R.

Proposition (D. Lazard 83)

Pour un idéal | engendré par des polynémes homogenes fi, ..., fs € R,
alors I N Ry est engendré par les x*f; ol || + deg(f;) = d.
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Appli
pmry

cation aux bases de Grobner

algorithme F5

Une bréve présentation

Définition (Matrice de Macaulay)

On note Macy(fi, ..., fs) la matrice

d d( n—1 )
Xt > .0 > ... > X \nmd-d
X0¢1,1f1
a =il
% 1'(n+d—d1—1)fl
x*21f, x“fi dansla basedes x%
[e4 n—1
X s’(n+d—d5—l)f; ~
ueh
—
dont les lignes sont les polyndmes x®f; écrits dans la base '

n—1

d
x4 . X (n+d—1)’ avec |o¢‘ + deg(f,-) =d.

)

Tristan Vaccon Précision p-adique, échelonnement matriciel et bases de Grobner



Précision p-adique, échelonnement matriciel et bases de Grobner

Application aux bases de Grobner
ur

algorithme F5

Une bréve présentation

Principe de I'algorithme F5 matriciel

L'idée est d'échelonner successivement les matrices Macy(fi,. .., 1) en
faisant croitre d et i.

La connaissance du profil de Macy(fi, ..., f;) donne les termes de tétes
de LT((f,...,f)q) et des informations sur les lignes inutiles des
Macy/(fy,...,f) pour d’ > d et i’ > i.
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Application aux bases de Grébner
LConsidératit:ms p-adiques

Plan de I'exposé

Précision p-adique et algorithme de Gauss

B Application aux bases de Grobner

m Considérations p-adiques
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Application aux bases de Grobner

L Considérations p-adiques

Le probléme de la position de I'idéal de téte

Souci des tests a zéro

Un souci majeur apparait lorsqu’on ne considere que des données connues
a précision fixée : celui de ne pas savoir si une colonne est sans pivot ou
si la précision est insuffisante.

Probléeme de la détermination de I'idéal de téte

1+ 0(pk) 1+ 0(p*) 1+ O(p¥) 0

Mz 1
Ly« Ly — 7221
1+ 0(p) 1+ O(pk) 0 1+ O(p¥) 2T !

My 1
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Application aux bases de Grobner

L Considérations p-adiques

Le probléme de la position de I'idéal de téte

Souci des tests a zéro

Un souci majeur apparait lorsqu’on ne considére que des données connues
a précision fixée : celui de ne pas savoir si une colonne est sans pivot ou
si la précision est insuffisante.

Probleme de la détermination de I'idéal de téte

14+ 0(p*) 1+ 0(pF) 1+ O(p¥) 0
0 o(p¥) —1+4 O(p*) 1+ O(p¥) Ly« Lo — (1 + O(p")) L1
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Application aux bases de Grobner

L Considérations p-adiques

Le probléme de la position de I'idéal de téte

Souci des tests a zéro

Un souci majeur apparait lorsqu’on ne considéere que des données connues
a précision fixée : celui de ne pas savoir si une colonne est sans pivot ou
si la précision est insuffisante.

Probleme de la détermination de I'idéal de téte

1+ 0(p¥) 1+ 0(p) 1+ O(p*) 0
g |O(pk) *1+O(pk)|1+o(pk) Ly + L = (1+ O(pX)) Ly
uehn
Quel est le terme de téte pour la deuxiéme ligne ? ’
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Application aux bases de Grobner
= Considérations p-adiques

Conjecture de Moreno-Socias

Définition (ldéal faiblement w)

Si w est un ordre monomial sur R, et si / est un idéal de R. On dit que /
est faiblement-w si : pour tout x® qui est un terme de téte d'une base
de Grébner minimale de / pour I'ordre w, alors LT (/) contient tout les
mondmes de degré |«| qui sont plus grand que x* pour I'ordre w.
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Application aux bases de Grébner

= Considérations p-adiques

Conjecture de Moreno-Socias

Définition (ldéal faiblement w)

Si w est un ordre monomial sur R, et si / est un idéal de R. On dit que /
est faiblement-w si : pour tout x® qui est un terme de téte d'une base
de Grébner minimale de / pour I'ordre w, alors LT (/) contient tout les
mondmes de degré |«| qui sont plus grand que x* pour I'ordre w.

Conjecture (Moreno-Socias)

Si k est infini, si dy,...,ds € N*, il existe un ouvert de Zariski non-vide
U de k[X1,..., Xalay X -+ X k[X1,...,Xsla, tel que pour tout
(A,...,f)eU:
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Conjecture de Moreno-Socias

Définition (ldéal faiblement w)

Si w est un ordre monomial sur R, et si / est un idéal de R. On dit que /
est faiblement-w si : pour tout x® qui est un terme de téte d'une base
de Grébner minimale de / pour I'ordre w, alors LT (/) contient tout les
mondmes de degré |«| qui sont plus grand que x* pour I'ordre w.

Conjecture (Moreno-Socias)

Si k est infini, si dy,...,ds € N*, il existe un ouvert de Zariski non-vide
U de k[X1,..., Xalay X -+ X k[X1,...,Xsla, tel que pour tout
(A,.... ) e U: (f,...,f) engendre un idéal faiblement grevlex.
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L Considérations p-adiques

Conjecture de Moreno-Socias

Définition (ldéal faiblement w)

Si w est un ordre monomial sur R, et si / est un idéal de R. On dit que /
est faiblement-w si : pour tout x® qui est un terme de téte d'une base
de Grébner minimale de / pour I'ordre w, alors LT (/) contient tout les
mondmes de degré |«| qui sont plus grand que x* pour I'ordre w.

Conjecture (Moreno-Socias)

Si k est infini, si dy,...,ds € N*, il existe un ouvert de Zariski non-vide
U de k[X1,..., Xalay X -+ X k[X1,...,Xsla, tel que pour tout
(A,.... ) e U: (f,...,f) engendre un idéal faiblement grevlex.

Remarque

En conséquence, les suites régulieres donnant un idéal faiblement grevlex
seraient génériques.
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= Considérations p-adiques

Proposition d'algorithme

Proposition (Algorithme F5 "faible")

On peut moditfier I'algorithme F5 pour des idéaux faiblement w de la
facon suivante :

m On procéde d’abord a I'algorithme F5 normalement ;

uehn
N
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= Considérations p-adiques

Proposition d'algorithme

Proposition (Algorithme F5 "faible")
On peut moditfier I'algorithme F5 pour des idéaux faiblement w de la
facon suivante :

m On procéde d’abord a I'algorithme F5 normalement ;

m Mais, dés qu’on rencontre une colonne sans pivot dans

I'échelonnement : on stoppe I'échelonnement, et on compleéte la
matrice en remplacant ses lignes non encore réduites par des

multiples des lignes de Macy_1 ; de maniére a obtenir une matrice
échelonnée. g
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Application aux bases de Grébner

= Considérations p-adiques

3 quadriques en 6 variables

Un exemple

Pour 3 quadriques génériques en 6 variables, on obtient apres réduction
pour la matrice de Macaulay en degré 3 :

bloc 9x9 inversib|e| (perte de précision : déterminant de la matrice 9x9)

0 ‘9 lignes multiples des lignes de la matrice en degré 2
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Conclusion

Un résultat possible

Proposition

Soit (fi, ..., fs) une suite réguliére de polynéme homogénes dans
Qp[X1,. .., Xy, telle que les I; = (fi, ..., f;) soient des idéaux faiblement
w.

Si les f; sont connus avec une précision suffisante (i.e. plus grande que
les valuations des mineurs non nuls maximaux sur les premiéres colonnes
des matrices de Macaulay définies par les f;), alors on peut calculer (par
un algorithme F5) une approximation d’une base de Grébner de | pour w,
et celle-ci est bien définie.

Remarque

La conjecture de Moreno-Socias nous permettrait d'en déduire qu’ainsi, -
on peut calculer une base de Grobner pour |'ordre grevlex pour presque
toute suite (f1,...,fs) de Qy[X1,...,X,] (avec s < n). On a de plus une '
expression pour la précision nécessaire.

®
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Conclusion

Comment faire mieux ?

m Pour des calculs de base de Grébner, on fixe un ordre monomial, et
on ne tient pas du tout compte des valuations des coefficients :
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m Pour des calculs de base de Grébner, on fixe un ordre monomial, et
on ne tient pas du tout compte des valuations des coefficients :

m Calcul de bases de bord ?
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Conclusion

Comment faire mieux ?

m Pour des calculs de base de Grébner, on fixe un ordre monomial, et
on ne tient pas du tout compte des valuations des coefficients :
m Calcul de bases de bord ?
m Tenir compte de la valuation dans le choix du monéme dominant :
"bases de Grébner tropicales".
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Conclusion

Comment faire mieux ?

m Pour des calculs de base de Grébner, on fixe un ordre monomial, et
on ne tient pas du tout compte des valuations des coefficients :

m Calcul de bases de bord ?
m Tenir compte de la valuation dans le choix du monéme dominant :
"bases de Grébner tropicales".

m estimation de la précision requise : (travail en cours),
pral(LC(P))/2d
pa/2d ?

n

P(val(P(X1,...,X,)) > a) < (1+ X

A
NG

ol LM(P) = X{' ... X% et d = max(dy, ..., d,). : ~
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Conclusion
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